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PREFACIO

Esse livro-texto € uma coletanea de partes dos textos de um
livro-caderno, objeto de minha dissertacao de mestrado (FREIRE,
2014) publicada em 2014 e de pesquisas de aplicacdo da Matema-
tica as ciéncias agrarias.

O livro-caderno (FREIRE, 2013) objeto dessa dissertacao, foi
um dos projetos desenvolvidos na escola estadual Esther da Silva
Virgolino no estado do Amapa e é um dos trabalhos pelo qual tenho
muito orgulho em ter escrito. Além de ser um material didatico gra-
tuito (por isso nao foi publicado) em que o aluno ndo copiava con-
teldos em seu caderno, oportunizava também a contextualizagdo
de conteldos matematicos e o uso de tecnologias em sala de aula.

E nesse sentido de contextualizacdo e do uso de tecnologias,
pensando em um livro com viés didatico concomitante a modelagem
matematica, que escrevi essa coletanea.

Quando comecei a lecionar no Instituto Federal do Amapa -
Campus Agricola Porto Grande, os problemas didaticos encontrados no
instituto eram similares aos das escolas estaduais onde lecionava ante-
riormente: os livros didaticos disponibilizados pelo MEC ndo eram apli-
caveis a realidade profissional de cada curso, seja técnico ou superior.

E além disso, o Unico livro de Matematica (FERREIRA, 1999)
com aplicacdo as ciéncias agrarias (inclusive, um excelente livro de
bibliografia complementar), ndo possuia todos os contelidos exigi-
dos nos componentes dos cursos. Lembro, por exemplo, que muitos
professores que ministravam componentes técnicos nos cursos de



agronegdcio, agropecuaria ou agroecologia do campus, reclamavam
gue os alunos, entre outras coisas, nao sabiam resolver e nem apli-
car regra de trés, conteldo indispensavel para o desenvolvimento
do componente. Isso me incomodaval!

E os alunos em contrapartida, questionavam-me: “Profes-
sor! em que situagdes de minha vida profissional irei aplicar tal
conteldo matematico?”. Respostas improvisadas eram dadas e
embora razoaveis, ndo satisfaziam a mim, e talvez, nem a eles.
Algo faltava!

Resolvi, entdo, pesquisar sobre abordagens e aplicacbes ma-
tematicas na area. A contextualizacdo passou a ser, diante desse
cenario, um dos pilares fundamentais da pesquisa. Mas, nao que-
ria fazé-la de qualquer forma. Ndo poderia ser ingénua ou sem
sentido, precisava ser técnica, adequada e pratica ao curso. Foi ai
gue surgiu uma parceria com os colegas professores da area técni-
ca do Campus (cujos nomes estdo nos agradecimentos), que nao sé
incentivaram a producdo desse material, como também sugeriram
varias bibliografias, modelos de aplicacdo, dicas e participacdao na
elaboracdo de conteldos e exercicios. A contextualizagdo presumi-
damente alcancada com essas caracteristicas, pode ser apreciada
em demasia nessa colegcdo e segue 0 organograma a seguir.

Uma vez contextualizado os conteldos, era necessario colo-
car em pratica o que havia sido ensinado. Foi entdo que elaborei
um projeto de pesquisa: “uso de modelagem matematica no culti-
vo de alface”, que foi realizado no mesmo instituto e campus, sob
minha orientacdo, com contribuicdo inestimavel do agrénomo Cle-
ber Machado de Oliveira, e desenvolvido pelos alunos: Cleverton
Franga Vaz, Jodo Vitor de Andrade Soares (académicos de enge-
nharia agronémica) e Antonio Sales Maciel (aluno do curso técnico
em agronegocio).

Nesse projeto, foi possivel acompanhar o desenvolvimento da
alface em doses diferentes de nitrogénio, descobrir qual o modelo
matematico que se ajusta aos parametros de crescimento dessa
hortalica e, a partir desse modelo, resultado da regressao (presen-
te nesse livro), identificar qual dose de nitrogénio seria ideal para
a otimizacao da producdo do cultivo (em termos matematicos: o
maximo ou minimo da funcdo). Ficou evidente, com esse projeto
e a partir de diversas pesquisas sobre experimentos agrarios (li-
vros, revistas cientificas, artigos, trabalhos de conclusdo de curso,
dissertagbes, etc.), a importancia da modelagem matematica para
as ciéncias agrarias. E o que o leitor também ird encontrar nessa
colegao segundo o organograma a seguir.



Modelagem Matematica

Formular Obter interpretar

Problemas do Modelo Conclusoes Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético matemadticas sobre o problemas

V\

Testar

Contudo, embora os alunos desse projeto tenham posto em
pratica o que aprenderam em sala de aula, como teorias e calculos
(a mao), a tecnologia se fez necessaria como ferramenta auxiliar de
confirmacdo de dados e interpretacdo de resultados. Na verdade, é
dificil imaginar algum técnico ou engenheiro da area nao utilizando
tais ferramentas no exercicio de sua profissdao. E o que também
propoe essa colegao.

Em todos os volumes da colegdo, convenientemente, é ensina-
da, com imagens ilustrativas e passo a passo, a utilizacdo de recur-
sos tecnoldgicos, como calculadoras cientificas, planilhas eletrénicas
e softwares graficos, para que o leitor tenha a sua disposigdo outras
ferramentas auxiliares de conhecimento.

Tecnologias na matematica

Utilizar Obter interpretar

Problemas do Tecnologias Modelo Previsdes/Projecoes
mundo relal matemético sobre o problemas

V\

Testar

A calculadora cientifica sugerida na colegdo para uso é a Vinacal
VN-500MS. No entanto, os comandos utilizados nessa calculadora sao
praticamente os mesmos utilizados em muitas outras calculadoras,
como a Casio FX-82MS, por exemplo.

Ja a planilha eletronica utilizada no material é da Microsoft
excel para Mac, versdo 16.67. Ndo obstante, os comandos utilizados
nesse software sdo os mesmos para qualquer versao e para qual-
quer sistema operacional, seja o Windows, MacOs ou Linux.

Quanto ao software grafico foi utilizado o software geogebra
classic versdo 5.0. O geogebra é um software gratuito e de cédigo
aberto que permite de forma intuitiva a iteracao entre diversas fren-
tes matematicas como geometria, algebra, além de construcgdo e
analise de graficos, entre outros. O download do software, seja para



computador ou smartphone pode ser feito gratuitamente pelo site
geogebra.org. Ha opcdao também de utilizar o software on-line (sem

precisa instalar) no mesmo enderego eletrénico.

Calculadora vinacal VN-500MS (a esquerda) e
Planilha Excel (a direita)
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Em termos de estrutura, a colecdo matematica aplicada as
ciéncias agrarias é dividida em quatro volumes. Os volumes 1, 2 e
3 sdo voltados para o ensino médio técnico em agroecologia, agro-
negocio, agropecuaria ou qualquer nivel médio técnico em ciéncias
agrarias. Ja o volume 4 é destinado ao nivel superior em engenharia
agron6mica, engenharia agricola ou qualquer outro nivel superior,
porém as aplicagbes sao destinadas as ciéncias agrarias.

Cada volume é dividido em unidades, cada unidade em secbes
e cada secao em subsecdes, de forma sequencial. Por exemplo:
Unidade 12, secdo 12.1 e subsecdo 12.1.1. Os exercicios sdao nu-
merados de acordo com a unidade e a ordem do exercicio dentro
dessa unidade. Por exemplo: exercicios 12.1, exercicios 12.2, etc.
Nos volumes 1, 2 e 3 os exercicios de aplicacao estao intercalados
com os exercicios comuns (de nivel médio), enquanto no volume 4,
os exercicios de aplicacdao ficam sempre no final da unidade e sdo
separados dos demais.

Além dos exercicios elaborados pelo autor com base na con-
textualizagdo, modelagem e tecnologia, ha também exercicios se-
lecionados criteriosamente do ENEM, ENADE, outras instituicdes e
vestibulares. Todos sao selecionados com base no contelido das uni-
dades afins e ordenados em ordem de dificuldade.



Na colegdo, também é possivel encontrar a matematica pura,
com teoremas (inéditos, inclusive) e demonstracbes (algumas iné-
ditas, também), sempre discorridas com cuidados técnicos e forma-
lidades que um bom livro de matematica exige.

Por fim, € uma colegdo de livros didaticos elaborados com o
objetivo de assessorar professores e profissionais da area, e de dar
um embasamento tedrico mais contundente aos alunos e académi-
cos da area. Modestamente, é o que espero!

Francielck Domingos Freire
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1. NOCOES ELEMENTARES

Iniciaremos nossos estudos com as nogdes elementares sobre conjuntos,
conjuntos numéricos, unidades de medidas, razdo e proporgcdo. Essas nogdes
elementares servirdo como base para o desenvolvimento de todos os conteldos

presentes nessa colegdo.

1.1. Conjuntos

A nogcdao matematica de conjunto €& praticamente a mesma que se usa na
linguagem comum: é o mesmo que agrupamento, classe, colegdo, etc. Veja alguns
exemplos:

1) Conjunto das vogais;

2) Conjunto dos algarismos romanos;

3) Conjunto dos nimeros impares positivos;

4) Conjunto dos numeros impares positivos menores que 10;

5) Conjunto dos naipes das cartas de um baralho.

Cada membro ou objeto que entra na formacdo do conjunto é chamado de
elemento. Assim, nos exemplos anteriores os elementos de cada conjunto séao,
respectivamente:

1) {a, e, i, 0, u};

2){I1,V, X, L, C, D, M};

3){1,3,5,7,9,11,13...};

4) {1,3,5,7,9};

5) {Paus, ouros, copas, espadas}.

No exemplo 3, podemos afirmar que cada numero impar é elemento do
conjunto dos numeros impares, isto é, pertence ao conjunto. Em particular, 5
pertence ao conjunto dos nimeros impares e 2 ndo pertence a esse conjunto. Para
representar essa relacgdo de pertinéncia, usamos a simbologia a seguir.

1.1.1. Simbologia

Usando simbologia, comumente representamos um conjunto com uma letra
mailscula do nosso alfabeto: 4,B,C, ..., € um elemento com uma letra minuscula



também do nosso alfabeto: a,b,c,d,x,y, ...

Relacao de pertinéncia: Seja A um conjunto e x um elemento. Se x pertence
ao conjunto A, escrevemos: x € A (lIé-se: x pertence a A). Para indicar que x ndo
é elemento do conjunto A, escrevemos: x & A (Ié-se: x ndo pertence a A).

Além de relacionar elementos com conjuntos, podemos também relacionar
conjuntos entre si estabelecendo conectivos (simbolos) entre eles. Esses conectivos
podem ser utilizados para afirmar ou negar que um conjunto estd contido ou nao
em outro, que contém ou ndo outro, ou que tais conjuntos sdo iguais ou diferentes,
entre outros. O quadro abaixo mostra os simbolos que serdo utilizados em nossos
estudos.

SIMBOLOGIA
€: pertence ¢: ndo pertence
c: esta contido ¢: ndo esta contido
>: contém »: ndo contém
n: intersecgdo U: unidao
=: igual +: diferente
3: existe A: ndo existe
>: maior e =: maior igual <: menor e <: menor igual

| : tal que V: para todo

=: implica que <! se, e somente se

+: mais ou menos ~ portanto

=: aproximadamente igual @: conjunto vazio

N: conjunto dos nimeros naturais Z: conjunto dos nimeros inteiros

Q: conjunto dos niumeros racionais I : conjunto dos numeros irracionais
R: conjunto dos nimeros reais C : conjunto dos nimeros complexos

1.1.2. Representacao de um conjunto

Por diagrama: A representagdo do conjunto é feita por pontos interiores a uma

linha fechada e ndo entrelagada (ou um circulo) denominado

diagrama de Venn (em homenagem a John Venn 1834-1923). A

Conforme a seguir:

Essa representagao nos indica que: a € A, b € A,
c € Aed & A.
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Por descricao dos elementos: Dispdem-se os elementos individualmente-
entre chaves e separados por virgulas.
Exemplos:
e A ={a, e i, o, u}.
e B = {1,3,5,7,9,...}.

Por meio de uma propriedade: Podemos representar também um conjunto
por meio de uma propriedade P de seus elementos, da seguinte maneira
A = {x | xtem a propriedade P}.
Lé-se: "A é o conjunto dos elementos x tal que x tem a propriedade P".
Exemplos:
e {x|x éacapitaldo Brasil} é uma maneira de indicar o conjunto:
{Brasilia }.
e {x|x édivisor inteiro de 3 } € uma maneira de indicar o conjunto:{1, —1,
3, =3 }.

1.1.3. Conjunto vazio, unitario, finito, infinito e universo

Conjunto vazio: E um conjunto que ndo possui elemento algum. Os simbolos
usuais para o conjunto vazio sdo @ ou {3}.

Exemplo: B = { x |x é impar positivo e menor que 1 }.

Conjunto unitario: E um conjunto que possui um Unico elemento.
Exemplo: C = {1} ou C = {x |x é divisor positivo de 1 }.

Conjunto finito: Intuitivamente, quando se tem um conjunto em que é
possivel contar (ou enumerar) os seus elementos, dizemos que ele é finito. Ao ser
representado pela descricdo dos seus elementos ndo apresenta reticéncias.

Exemplo: {2,7,15,20}.

Conjunto infinito: Quando se tem um conjunto em que nao é possivel contar
(ou enumerar) os seus elementos, dizemos que ele é infinito. Ao ser representado
pela descrigdo dos seus elementos apresenta reticéncias.

Exemplo: {1,2,3,4,...}.

Conjunto universo: E o conceito atribuido a um conjunto maior que contenha
os demais conjuntos, subconjuntos e elementos.

Para entender a ideia de conjunto universo, podemos considerar, por exemplo,
uma escola como sendo o conjunto universo, onde contém outros conjuntos, que
sdo as salas, e essas, por sua vez, contém os alunos, que sdo os elementos.

Exemplos resolvidos:

19 exemplo: Dé os elementos dos seguintes conjuntos.
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A = {x |x életra da palavra sucesso} = A ={s,u,c, e, 0}.
B = {x |x é o nome dos dedos da mao} =B = {minimo, anelar, médio, indicador e

polegar}.

20 exemplo: Descreva por meio de uma propriedade caracteristica dos
elementos cada um dos conjuntos seguintes.

A {0,2,4,6,8, ...} > A = {x |x é par ndo negativo}.

B ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = B = {x |x é um algarismo hindu — arabico}.

C = {verde,amarelo, azul, branco} = C = {x |x é cor da bandeira do Brasil}.

3° exemplo: Descreva e represente usando o diagrama, os elementos dos
seguintes conjuntos.
a)A é o conjunto dos multiplos inteiros de 3, entre -4 e + 4;
b)B é o conjunto dos divisores inteiros de 21;
c)C é o conjunto dos multiplos inteiros de 0;
d)D é o conjunto dos ndmeros primos entre 12 e 34.

Solugao:

>

Vet N

a) A={=3,0,3}= V) SAIBA MAIS!

Miiltiplos de x; Sdo niimeros inteiros (positivos e
negativos, incluindo o zero) que sdo divisiveis por x,

Divisores de x; Sdo niimeros inteiros (positivos e
negativos) que dividem x;

Divisibilidade: Um niimero é divisivel por outro,
b) B={-21,-7,-3,—-1,1,3,7,21} quando a divisio ¢ exata (deixa resto zero). Exemplo:
49 ¢ divisivel por 7; 9 ¢ divisivel por 3; 5 ndo é divisivel
por 2, pois deixa resto 1.

Niimero primo: E um niimero natural (ou positivo)
que ndo possui divisores além do 1 e ele mesmo. Os
niimeros primos sdo: 2,3,5,7,11,13,etc. Um niimero que
ndo é primo é denominado de composto (exceto o niimero

1 que ndo é primo e nem composto).

c) O zero s6 possui um multiplo, o préprio zero. C = {0}:
c
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d) D ={13,17,19,23,29,31}

D

4° exemplo: Descreva por meio de uma propriedade dos elementos:
A={+1-1,4+2,—2,44,—4,48,—8} = A = {x |x é divisor de 8}.

B = {5,7,11,13 } = B = {x |x é primo, maior que 4 e menor que 14}.

C = {m,a,telic}=C={x|xéletradapalavara matematica}.
D

= {Macapa} = B = {x |x é capital brasileira cortada pela linha do equador}.

1.1.4. Conjuntos iguais e subconjunto

Conjuntos iguais: Dois conjuntos A e B sdo iguais quando todo elemento de
A pertence a B e, reciprocamente, todo elemento de B pertence a A.

A=B = (x € Aex € B)

Exemplos:
e {x,b,y,d} =4{d, y b, x}
e {2,4,6,8, 10,...} = {x |x é inteiro positivo e par}

e {x|x éprimo epar} = {2}

Subconjunto: E um conjunto que estd contido em outro conjunto.
Escrevemos: A < B (lé-se: "A esta contido em de B"). Podemos também afirmar
de forma inversa que B D A (B contém A).

A negativa dessa afirmacdo é A ¢« B (lé-se: “A ndo esta contido em B” ) ou
B ?» A (lé-se: “B ndo contém A4”).

Exemplos:

e {a,1} < {a, b, 1, d};
e {ajc{a2}
e {a,b} c {a, b};

e {x|xéparouimpar}>d{x|xépar}.
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Representacdao por diagrama:

A B
B :i : i A i : i B
ACB ou BDA A¢B ou BpA A¢ZB ou B A

P

\ SAIBA MAIS!
Os simbolos para relacionar elemento com conjunto sdo exclusivamente: € (pertence) e
& (ndo pertence). Para relacionar conjunto com conjunto usamos os stmbolos: C, ¢, D, D, N e
U. Exemplo: Nao indicamos {1} € A, pois o conjunto “(1}” entre as chaves sem contexto que o
defina como elemento, representa um conjunto, assim como: A € B, {1,2,3} & {1,2,4}, também

ndo devem ser indicados.

Quantidade de subconjuntos: A quantidade de subconjuntos de um
conjunto finito € também finito e pode ser calculado sem a necessidade de
descrevé-los e em seguida conta-los.

Para entender a formula a seguir, vamos exemplificar.
Seja A = {a,b,c}, todos os seus subconjuntos possiveis sdo
{{a},{b},{c}.{a,b}.{a,c},{b,c} {ab,c} 0}

Um total de 8 subconjuntos.

E importante observar que conjunto vazio foi incluido como subconjunto de A,
pois o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

A demonstragado desse fato parte de duas uUnicas possibilidades: @ cAou ® ¢ A.
Para que a ultima seja verdadeira, seria necessario que pelo menos um elemento
pertencente ao conjunto vazio ndo pertencesse ao conjunto A, o que € um absurdo,
uma vez que o conjunto vazio ndo possui elementos. Portanto, @ c A.

A quantidade de subconjuntos de qualquer conjuntos é dado por:

Qs = P Onde: QS é a quantidade de subconjuntos e N a quantidade de
elementos do conjunto a ser calculado.

A demonstracdo dessa féormula é simples e utiliza conhecimento de analise
combinatéria. Basta observar que para cada elemento do conjunto ha somente duas
possibilidades: ou ele pertence ao conjunto ou ele nao pertence ao conjunto. Assim,
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NOCOES ELEMENTARES

pelo principio fundamental da contagem?!, multiplicamos as possibilidades de cada

elemento: 2.2.2.2...2, o que é equivalente a 2".
LLsl e b
n elementos

1° exemplo: Quantos subconjuntos podemos formar com o conjunto dos
divisores positivos de 5?

Solugado: Os divisores positivos de 5 sdo: {1, 5} = 2 elementos. Portanto, o nimero

de subconjuntos é : 22 = 2.2 = 4 subconjuntos. Sio eles: {@, {1}, {5}, {1, 5}}.

20 exemplo: Quantos subconjuntos possui o conjunto P =
{x |x é primo menor que 32}?
Solugao: Os numeros primos sdo nimeros que possuem apenas dois divisores: o 1
e ele mesmo. Nesse caso, ha 11 numeros primos menores que 32, sdao eles: P = {2, 3,5, 7,
11,13,17,19, 23,29, 31}. O que nos da
211=22.2.2.2.2.2.2.2.2.2= 2048 subconjuntos.

11 vezes

39 exemplo: Se um conjunto possui 256 subconjuntos, quantos sdo os seus
elementos?

Solugdo: Temos que fazer o inverso das solu¢gdes anteriores, ou seja, precisamos
encontrar um nimero que posto no lugar do n na formula Qg = 2", tenha como resultado

o 256. Por tentativas e erros, podemos encontrar tal nimero, no entanto, ha uma forma

pratica de encontrar esse nimero usando a decomposi¢cdo do niumero 256. Veja a seguir.

=Y

556 2 \> SAIBA MAIS!

1282 Algoritmo da decomposicdo de um
64 |2 niimero em fatores primos: Primeiramente,
3212 > s procuramos o0 menor numero primo que
16 |2 divide o niimero desejado. Iniciamos com 2,
g |2 depois 3, 5, 7, 11, 13, e assim por diante.
4 |2 Uma vez encontrado o menor niimero primo
'j 2 ) que divide o niumero, realizamos divisées

sucessivas até chegarmos ao quociente 1.
No caso especifico da formula
utilizada, o nimero serd sempre divisivel
por 2 (devido a natureza da formula 2™).
Resposta: 8 elementos. Portanto, podemos realizar  divisdes
sucessivas do niimero por 2 até chegarmos ao
quociente 1, como exemplificado ao lado.

4

! Esse contetido serd abordado na unidade 15 — volume 3. Outra demonstragdo pode ser feita utilizando teorema das linhas —
teorema 15.2.1 no mesmo volume.
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MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CON TEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

[ EXERCICIOS 1.1 I
1) Dé os elementos dos seguintes conjuntos:
A = {x |x életra da palavra caderno};
B = {x |x é nome do dedo da mao};
C = {x |x é capital de um estado brasileiro que comegca com a letra R}.

2) Descreva e represente usando o diagrama, os elementos dos seguintes
conjuntos:

a)A é o conjunto dos multiplos inteiros de 5, entre -11 e +16;
b)B é o conjunto dos divisores inteiros de 35;
c)C é o conjunto dos multiplos inteiros positivos de 7 menores que 7;
d)D é o conjunto dos nimeros primos entre 6 e 51.

3) Descreva por meio de uma propriedade dos elementos:
A={—-4-2,—1,1,2,4}; C = {a,i,dv};
B {2,4,6,8, ... }; D = {Brasilia}.

4) Dados A = {1, 2, 3, a,b} e B = {2, 3,b}. Use a simbologia para afirmar
que:

a)7 nao é elemento de A. d)A contém B.
b)B ndo contém A. e){-1} nao estd contido em A.
c) 1 ndo pertence a B. f) {1, 2, 3, a, b } contém A.

5) Ainda sobre os conjuntos A = {1, 2, 3, a,b} e B = {2, 3,b}, classifique as
sentencas em falsa (F) ou verdadeira (V).

a)3 e AC ). e)4 € B( ). h)B € A( ).

b)2 cB( ). flacA (). i) A2 B ().

B cA(). g)fa} < AC). D{2.3.byca ().
d)B = A( ).

6) Sendo A = {1,2}, B = {2,3} e C = {1,2,3,4}. Classifique em V ou F cada
sentenga abaixo.

a)Acc (). e)A = B (). i) B <{1,2,3}( ).
b)A < B ( ). fyA» B( ). ) {1,2} = {1,2,3,4}( ).
c)B € C( ). g)3c C( ).

d)Co>B (). h){2,3}c C( ).

7)Represente graficamente (usando diagrama) a seguinte afirmacdo: “Todo
matematico é inteligente, mas nem todo ser inteligente é matematico.”

8)Quantos subconjuntos possui o conjunto B = {x|x € um nUumero par
positivo menor que 153}7?

9) Se um conjunto A possui 1024 subconjuntos, quantos elementos ele
possui?
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1.1.5. Unido, intersecao e diferenca de conjuntos

Unido de conjuntos: A reunido dos conjuntos A e B é o conjunto de todos os

elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B.

I AUB ={x|x € Aoux € B} I‘

Lé-se: “A unido B é igual a x, tal que x pertence a A ou x pertence a B”

Exemplo: Se A = {1,2,3,4} e B = {a, e,i,o,u}, entao
A\ B = {1;2;3, 48,2, 50, %

20 exemplo: Se A = {a,b} e B = {a,b,c,d}, entdo
A U B= {a,b,c,d} = B. Observe que A c B, por consequéncia, A U B = B.

Diagrama de A u B: A parte destacada (de cinza) representa a regiao A U B

Nnos casos possiveis a seguir:

Quando B c A. Quando A < B. Quando A = B.

Quando A e B possuem alguns Quando 4 e B nio possuem
elementos em comum. elementos em comum.

39 exemplo: Dados os conjuntos A e B abaixo, calcule A U B.

A = {x|x é impar positivo menor que 10 }.

B = {x|x é primo menor que 10}.

Solugdo: 4 = {1,3,5,7,9}e B = {2,3,5,7}.

A UB = {1,2,3,5,7,9 } (elementos que pertencem a A ou pertencem a B)
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Intersecdo de conjuntos: A intersecdo dos conjuntos A e B é o conjunto de
todos os elementos que pertencem ao conjunto A e ao conjunto B. Em outras
palavras, é o conjunto formado pelos elementos comuns aos dois conjuntos.

deaePa—ivalbacediciacuPal

Lé-se: “A intersecdo B é igual a x, tal que x pertence a A e x pertence a B”

Exemplo: Se A = {1,2,3,4} e B = {a,e,i,o,u}, entdo A N B = {}.

2° exemplo: Se A = {a,b} e B = {a,b,c,d}, entdo AN B = {a,b} = A,
observe que A € B, por esse motivo, A N B = A.

Diagrama 4 N B: A parte cinza destacada a seguir, representa A N B.

A B
Quando B c A. Quando A e B possui alguns Quando A e B sio disjuntos, ou
elementos em comum. scja, A NB = Q.
39 exemplo: Sejam
A = {x|x é positivo,miltiplo de 5 e menor que 21 } e
B = {x|x é positivo,multiplo de 3 e menor que 19 },

calcule AU BeA N B.

Solucgao:

A = {5,10,15,20}e B = {3,6,9,12,15,18}.

AUB = {3,56,9,10,12,15,18,20 } (elementos que pertencem a A ou a B).

A N B = {15} (elemento comum aos dois conjuntos).

4° exemplo: O conjunto dos numeros pares positivos e o conjunto dos
nimeros primos maiores que 2, sdo disjuntos?

Solucgao:

Pares positivos = {2,4,6,8,10, ... } e primos maiores que 2 = {3,5,7,11,13,...}.

Logo:ANB =0.

Resposta: Sao disjuntos (ndo possuem elementos em comum).
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Diferenca de conjuntos: A diferenca entre os conjuntos A e B € o conjunto

de todos os elementos que pertencem ao conjunto A e ndo pertencem ao conjunto
B.

A—B ={x|x € Aex ¢ B}

Lé-se: “A menos B é igual a x, tal que x pertence a A e x ndo pertence a B”
Diagramas A — B: A regido cinza destacada a seguir, representa 4 — B.
A ] [ B A l A : : B
Quando A N B = . Quando B c A. Quando A e B sio disjuntos, ou
seja, A N B = Q.

Um caso particular de A — B € quando B < A. Nesse caso, denominamos de

complementar de A em relacdo a B e usamos a notacdo C¥ ou A para representa-
lo.

Exemplo: Sendo A ={a,b,c} e B={b,c,d,f}. Quais os
pertencem a A e nao pertencem a B?

elementos que
Solugédo: {a}. Entdao, A— B = {a}.
20 exemplo: Se A = {x,y,z,h} e B = {a,d,x,h}, entao

A-B = {y,z}eB- A = {a,d}.

392 exemplo: Sendo A = {1,2,3,4}e B = {1,2}, calcule C%.

Solugdo: C§ = {3,4}(elementos que pertencem a A e nio pertencem a B).

4° exemplo: Represente usando o diagrama o conjunto A — B, sabendo que A
e B ndao sao disjuntos, que A B e B¢Z A.

Solugdo: A parte cinza destacada na figura 1.1.5.1 representa A — B.

5° exemplo: Se A = {a, b,c,d,e,f,g}e B =
no diagrama.

{a,b,e, g}, calcule A€ e represente

Solucgédo: A€ = {c,d, f}. Verifique no diagrama da figura 1.1.5.2 a parte cinza que
falta ao conjunto A para ser igual ao conjunto B.
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6° exemplo: Sejam os conjuntos A = {x|x édivisorde4} , B =
{x|x é multiplo de 2, maior que — 3 e menor que 3} e C = {—2,—1,0} . Calcule e
represente no diagrama os seguintes conjuntos:

a) (AuC)-B.

Solugao: Pelas informagdes, temos que

A={-4,-2,-1,1,2,4},B={-2,0,2}e C={0, -1, -2}.

(AuC)={-4,-2,-1,0,1, 2,4}.

(AUC)-B={4,-1,1, 4} (elementos que pertencem (A U C) e ndo pertence a B).

Veja o diagrama de (A U C) — B representado na figura 1.1.5.3.

C

Figura 1.1.5.1 Figura 1.1.5.2 Figura 1.1.5.3

b) AnBNC.
Solugao:
A NB NC = {-2}, elemento comum aos trés conjuntos.

Veja o diagrama que representa A N B N Cna figura 1.1.5.4.

PEY

) (AuBnc. \) sa1Ba mas!
Solugéao:
(AUB) ={-4,-2,-1,0, 1, 2, 4}. Nas operagdes com trés ou

mais  conjuntos  envolvendo
(AuB)nC={-2,-1,03}. parénteses, resolve-se primeiro a
Veja o diagrama que representa (A U B) N C na figura | operagdo dentro dos parénteses.
Caso ndo existam, a resolugdo é
1.1.5.5. .
feita na ordem em que as
operagbes — naturalmente  se
d) (A U B) _ (A n B). apresentam.

Solugao:

(AUB)={-4,-2,-1,0,1, 2, 4}. 7
(ANB)={-2,2}.
(AuB)-(AnB)={-4,-1,0,1, 4}.

e) (A-B)u (B -A).
Solugao:
(A-B)=1{-4,-1,0,1, 4}.
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(B-A) ={0}.

(A-B)U (B-A)={-4,-1,0, 1, 4}.

Essa questao e a anterior sdo equivalentes, ou seja, (AUB)-(ANnB)=(A-B)uU (B
— A). Essa equivaléncia fica ainda mais evidente quando analisamos o diagrama de ambas

as expressoes na figura 1.1.5.6.

A B

Figura 1.1.5.4 Figura 1.1.5.5 Figura 1.1.5.6

7° exemplo: Determine os conjuntos A, B e C que satisfazem as seguintes
condigdes:

19) AUBUC = {x,v, z,u,s,t};

20) ANB ={s, t};

3°9) BN C = {u,z};

40)CNA ={};

50) C-B =A{y};

6°) A - B = {x}.

Solugao: Preenchendo o diagrama de acordo com as informacgdes:

— Do 22 item, temos que s e t sdo elementos de A e B;

— Do 32 item, temos que u e z sdo elementos de B e C;

— Do 59, temos que o y pertence a C e nao pertence a B;

- Do 69, que x pertence a A e ndo pertence a B.

Ao preencher o diagrama, os resultados confirmam o 42 item,CN A = {} e o 12item,
AUBUC={xy,7u,s,t}

Resposta: A={x,s,t}, B={s,t,u,z} e C={y, u, z}.

=
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[ EXERCICIOS 1.2 [

1)Sejam os conjuntos A = {10,11,12,13},B = {12,13,14,15,16}eC =
{11,13,14,16}. Determine:

a)A-B d)(AuC)-B
b)B - A e)A-(BnC)
c)C-B f) (AUB) - (AnC)

2)Represente no diagrama da figura os seguintes conjuntos, pintando ou
destacando a regido que representa cada caso:

a)A-B
b)A-(BNA) A B
c) B- (ANB)
d) (AuB)-(ANB)
e)ANBNC
fy BN (AUC)
g)(ANB)-(ANBNC)
h)(B-(ANB))NC C
3)Seja os conjuntos:
A={-1,0,1,2,3,4,5,6,7};
B ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11};
¢ = {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18}.
Determine:
a)ANBNC d) (AUB)-(CUB)
b)BU(ANC) e)(A-C)U (C-B)
c)(A-B)N(C-A) fY(BNA)U(ANC)

4)Determine os conjuntos A, B e C que satisfazem as seguintes condigdes:
1) AUBUC ={a, b,c,d, e f g, h,i};
29) AN B = {f, g};
39) BN C ={b, f};
40) CN A = {e, f};
50)AUC=<b,c,d, e f g h,i};
69)AUB={a, b, e f, g, h,i}.

5)(UBERABA) No diagrama, a parte rachurada representa:
a)(ENF)NG
b) (EN G)
c)GN(EUF) F
d)(ENF)u (FNG)
e)(EUF)UG G
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6) (UFG) A afirmacdo "Todo jovem que gosta de matematica adora esportes e
festas" pode ser representada segundo o diagrama:
M = {jovens que gostam de matematica}
E = { jovens que adoram esportes }
F = { jovens que adoram festas }

b)‘ C)

e)

a)

‘||||%’

d)

7)Classifique em V ou F as seguintes sentengas, para A e B quaisquer:

a)() cB=>C‘§ cA

b)( ) (A-B) = (B-A4)
c)()BcAeAcB=> A=B8
d)()Ae€eAuUB

e)( ) dc(4nB)

() (A-B) > @

9()((A-B)cB

hY()onog=90

() A-(AnB)=A-B

N() (A-B)U(B-A) =(AUB)-(ANB)

8)Existem trés tipos de pragas P = {Pi, P2, P3} que podem atingir um cultivo
de um determinado fruto. De quantas formas diferentes, uma amostra desse cultivo
pode apresentar ou ndo os sintomas dessas pragas?

9)Pretende-se fazer vitaminas (ou sucos) com as seguintes frutas: maga,
mamao, banana e laranja. Quantas vitaminas diferentes pode-se fazer com essas
frutas?
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1.1.6. Resolugdo de problemas envolvendo conjuntos

Nessa subsecdo, abordaremos problemas contextualizados que utilizam os
conhecimentos sobre conjuntos e suas operagdes como solugao.

Exemplo: Em uma turma, 13 alunos estudam matematica, 18 estudam fisica
e 6 estudam ambas as disciplinas. Se ninguém estuda outra disciplina, além das
mencionadas, quantos alunos estudam nessa turma?

Solucgdo: Arespostando é: 13 + 18 + 6 = 37. Pois, na quantidade de 13 alunos que
estudam matematica, estdo incluidos os 6 alunos que estudam ambas as disciplinas, assim
como, na quantidade de 18 alunos que estudam fisica, também estdo incluidos os 6 que
estudam ambas. Portanto, temos que subtrair de cada uma, a quantidade de 6 alunos.

(13-6)+(18-6)+6=7+ 12 + 6 = 25.

Resposta: 25 alunos, sendo que 7 estudam “sé

Ambas

matematica”, 12 “sé fisica” e 6 estudam ambas as

disciplinas. Veja o diagrama ao lado.

Matemética Fisica

Perceba que na conta (13 - 6) + (18 - 6) + 6, poderiamos ter cancelado o +6
com o -6, e restaria: 13+18 - 6 = 25, ou seja, o numero total de alunos é a
quantidade de alunos que estudam matematica, mais a quantidade de alunos que
estudam fisica, menos a quantidade de alunos que estudam ambas as disciplinas.
Esse entendimento € uma particularidade para dois conjuntos quaisquer, isto &,

n(A U B)=n(A- B) +n(B- A) +n(4 n B).

Demonstracao: Conforme a figura 1.1.6.1, temos A B
que

n(AuU B)=n(A-B)+n(B- A)+n(4 n B).
Além disso,

n(4-B) =n(A) —n(4 n B)

n(B -A) = n(B)- n(4 N B).
Substituindo, dispomos de Figura 1.1.6.1

n(4 U B) =n(4A)- n(A n B)+n(B) —n(A n B)+ n(A n B).

O que prova que n(A U B) =n(A) +n(B) — n(A n B).

29 exemplo: Em uma pesquisa realizada numa comunidade que desenvolve
agricultura familiar, constatou-se que 150 familias plantam abacaxi, 120 familias
plantam banana e 50, ambos os frutos. Se 80 familias ndo plantam nenhum desses
frutos, quantas familias foram consultadas nessa pesquisa?
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Solugao:
n(A v B) =n(4) +n(B) — n(A n B).
n(A U B) =150 + 120 — 50 = [n(4 U B) = 220]

Assim, 220 familias plantam abacaxi ou banana. Ao adicionar as 80 familias que nao

plantam nenhum desses frutos, dispomos de 220 + 80 = 300 familias.

Podemos aplicar o mesmo entendimento para resolver problemas envolvendo
trés conjuntos, utilizando a seguinte férmula:

(AuBUC)=n(A) + n(B) +n(C) —m(ANnB)— n(AnC)-n(BNC)+ n(AnBNC).

Demonstracao:
n(AuBuUC) =n((AUB)UC) =

n(AUBUC) =n(AUuB) +n(C)— n((AUB)NC) =
n(4) +n(B) — n(4 n B) +n(C) — n((AuB)NnC).

Pela figura 1.1.6.2, temos que
n(AUB)NC)=n(ANnC)+n(BNC)—nm(ANnBNC).

Figura 1.1.6.2
Substituindo, encontramos

n(AuBUC) =n(A) +n(B) — n(A n B) +n(C)
—[nAnC)+n(BNnC)—m(ANBNC)| =
n(AUuBUC)=n(A)+nB)— n(A N B)+n(C) —m(AnC)—nmn(BNnC)+n(ANnBNC).

Demonstrando a férmula.

3°% exemplo: (UF - Vicosa) Fez-se em uma populacdo, uma pesquisa de
mercado sobre o consumo de sabdo em pd de trés marcas distintas A, B e C. Em
relacdo a populagcdo consultada e com o auxilio dos resultados da
pesquisa tabelados abaixo:

Marcas A B C AeB [ AeC| BeC | A BeC | Nenhuma delas

N©° de Consumidores | 109 | 203 | 162 25 28 41 5 115

Determine:

I) O nimero de pessoas consultadas.

II) O numero de pessoas que ndo consomem as marcas A ou C.

III) O nimero de pessoas que consomem pelo menos duas marcas.

IV) A porcentagem de pessoas que consomem as marcas A e B, mas nao
consomem a marca C.

V) A porcentagem de pessoas que consomem apenas a marca C.
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a)I)300 II)257 III) 42 IV) 4% V) 19,6%

b)I)250 II)257 III) 84 IV) 4% V) 8,3% \) SAIBA MAIS!
c)1)500 II)257 III) 42 IV) 4% V) 8,3% £ aconselfdvel  sempre
d)I)500 II)257 1III) 84 1IV) 4% V) 19,6% construir um diagrama para
e) 1)250 II)257 III) 42 IV) 4% V) 8,3% melhor  visualizagio  do
problema.
Solugao:

Iremos construir o diagrama a cada informacao.
I) Sabemos que: (AUBUC) =n(A)+ n(B) +n(C) —n(ANnB)— n(ANnC) - n(BnN
)+ n(ANnBNC),entdo:n(A U BUC) =109 + 203 + 162 - 25 - 28 - 41+5 = 385.

Como ha 115 pessoas que nao consomem nenhuma marca, o nimero de pessoas

consultadas é 385 + 115 = 500 pessoas. R B
Antes de prosseguir, vamos preencher o diagrama A

com as informacdes:
nAn B)-n(A N Bn C)=25-5=20; v
nAnc)-n(An BN C)=28-5=23; éé
nBnNncC)-n(AnN BnN C)=41-5=36.

O diagrama esta na figura 1.1.6.3.

Como n(A) = 109, entdo o niumero de pessoas que © e
consomem exclusivamente a marca A é Figura 1.1.6.3

109 - 20 - 23 -5 =61.

Como n(B) = 203, entao o nimero de pessoas que consomem exclusivamente a

marca B é 203 -20-36-5=142.
Como n(C) = 162, entdo o numero de pessoas que consomem exclusivamente a
marcaCé 162 - 23 -36 -5 = 98.

O diagrama completo esta na figura 1.1.6.4.

II)As pessoas que ndo consomem a marca A e C, sdo as que consomem exclusivamente
a marca B, ou seja, 142 mais as que ndo consomem nenhuma das marcas:
142 + 115 = 257.

A B

& (N

C 115 c

Figura 1.1.6.4 Figura 1.1.6.5
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Outra forma de calcular é perceber que o valor solicitado é n(B) —-n(ANnB) -n(B N
C) +n(ANnBNC) = 203 - 25 - 41 +5 = 142, mais 115 pessoas que ndao consomem
nenhuma marca: 142 + 115 = 257. Observe o diagrama da figura 1.1.6.5 que justifica o

calculo.

III) Pelo diagrama da figura 1.1.6.4 percebemos que a resposta é

2042345436 = 84 pessoas.

Vamos calcular de outra forma. As pessoas que consomem exclusivamente uma
marca é 142 + 61 4+ 98 = 301 pessoas, entdo a quantidade de pessoas que consomem ao
“menos duas marcas”, ou seja, que ndo consomem uma Unica marca é:

n(AUuBUC) =109 + 203 + 162 - 25 - 28 - 41+5 = 385 (total).

Resposta: 385 - 301 = 84 pessoas.

IV) Perceba que a pergunta é “consomem A e B” (intersec¢do). Assim, pelo diagrama

20
dispomos de 20, como é a porcentagem em relacdo ao total, temos: 00 4%.

20
Outra forma:n(ANB) —n(A N BN C)=25-5=20 =%=4%.

) 98
V)Pelo diagrama: % =19,6%. Porcentagem: divide-se o valor desejado pelo total e
multiplica-se por 100: %x 100=0,04x100 = 4%.

Resposta: Letra d.
Esse contetido sera visto na proxima unidade.

4° exemplo: (UFSE) Os senhores A, B e C concorriam a lideranca de certo
partido politico. Para escolher o lider, cada eleitor votou apenas em dois candidatos
de sua preferéncia. Houve 100 votos para A e B, 80 votos para B e C e 20 votos
para A e C. Em consequéncia:

a) venceu A, com 120 votos.

b) venceu A, com 140 votos.

c) A e B empataram em primeiro lugar.

d) venceu B, com 140 votos.

e) venceu B, com 180 votos.

Solugdo: Os 100 primeiros votos foram para o candidato A e B, entdo ambos
receberam 100 votos. Os 80 votos seguintes foram para os candidatos B e C, logo
receberam 80 votos cada um e por fim, os candidatos A e C receberam 20 votos cada.
Contabilizando:

— O candidato A recebeu = 100 + 20 = 120.

— O candidato B recebeu = 100 + 80 = 180 (Resposta: letra e).

— O candidato C recebeu = 80 + 20 = 100.
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[ EXERCICIOS 1.3 |

1) Se os conjuntos A, B e (A n B) possuem 4, 5 e 3 elementos,
respectivamente. Qual o nimero de elementos de A U B?

2) Sejam os conjuntos A, B e A N B com 300, 600 e 200 elementos,
respectivamente. Calcule o nimero de elementos do conjunto:

a) A —B;
b) B — A;
c) AuB.

3) Em uma escola, 220 alunos estudam Fisica, 160 alunos estudam Quimica
e 50 alunos estudam ambas as disciplinas. Se a escola possui um total de 400
alunos:
a) Quantos alunos estudam Fisica ou Quimica?
b)Quantos alunos ndo estudam nenhuma das duas?

4) Dados dois conjuntos A e B ndo vazios. Se AUB ={a,b,c,d,e,f,g,h}, A—
B ={a,b,d} e AnB = {f,g}, calcule os conjuntos 4 e B.

5) (UNESP) Se A = {2, 3,5,6,7,8%, B=4{1,2,3,6,8eC = {1, 4, 6, 8},
entdo:

a)(A-B)n C =1, 2};
b) (B-A)n C={1};
c)(A-B)n C={1};
d) (B-A)n C={2};

e) n.d.a.

6) (FAAP) Numa prova constituida de dois problemas, 300 alunos acertaram
somente um deles, 260 o segundo, 100 alunos acertaram os dois e 210 erraram o
primeiro, quantos alunos fizeram a prova?

7) (UERJ) Em um posto de saude foram atendidas, em determinado dia, 160
pessoas com a mesma doenga, apresentando, pelo menos, os sintomas de diarreia,
febre ou dor no corpo, isoladamente ou ndo. A partir dos dados registrados nas
fichas de atendimento dessas pessoas, foi elaborada a tabela abaixo:

SINTOMAS FREQUENCIA

Diarreia 62
Febre 62

Dor no corpo 72
Diarreia e febre 14
Diarreia e dor no corpo 08
Febre e dor no corpo 20
Diarreia, febre e dor no x

corpo
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Na tabela, x corresponde ao numero de pessoas que apresentaram, ao
mesmo tempo, os trés sintomas. Pode-se concluir que x é igual a:
a) 6 b) 8 c) 10 d) 12

8)(ENEM) Numa prova de matematica de duas questdes, 35 alunos acertaram
somente uma questao, 31 acertaram a primeira, 8 acertaram as duas e 40 erraram
a segunda questdo. Entdo, o niumero de alunos que fizeram essa prova foi:
a) 43; b) 48; c) 52; d) 56; e) 60.

9)(UFSE) Uma editora entrevistou 200 alunos de uma escola, verificando se
haviam lido os livros A e B. Concluiu-se que 102 alunos leram o livro A, 32 leram
ambos e 48 nao leram esses livros. Quantos leram somente o livro B?
a) 152; b) 134; c) 82; d) 50; e) 30.

10)Em um sitio, cinquenta agricultores trabalham no inverno ou no verdo. Vinte
e cinco agricultores somente no verdao e quinze somente no inverno. Se os
agricultores trabalham ao menos em uma dessas estagbes, quantos agricultores
trabalham no inverno e no verao?

11) Um pesquisa realizada em uma regido rural com proprietarios de terras,
percebeu que 20% dos entrevistados ndao usam adubacdo alguma em suas
plantagdes, enquanto que 40%, usam somente a adubagdo quimica e outros 30%,
somente a adubacdo organica. Qual o percentual dos entrevistados que usam
ambas as adubacgdes?

12)Em uma propriedade o dono resolveu verificar a viabilidade do cultivo
consorciado (cultivo de diferentes espécies na mesma area). Para isso, plantou na
primeira area somente goiaba, na segunda area somente maracuja e na terceira
area, os dois frutos juntos (consorciados). Se:
- A produgao total de goiaba da propriedade foi de 2600 frutos;
- A producdo total de maracuja da propriedade foi de 2400 frutos;
- A producgdo total da terceira area foi de 500 frutos.
Podemos afirmar que:
a) A producgédo total da primeira area foi de 2600 frutos;
b) A produgdo total da segunda area foi de 2400 frutos;
c) A producdo total da primeira e segunda area foi de 5500 frutos;
d) A producgdo de goiaba na terceira area foi de 250 frutos;
e) Na&o é possivel saber a producdo exata de cada fruto em cada area.

13) Em uma pesquisa sobre o descarte de garrafas no lixo, contatou-se que
entre os entrevistados:
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80 descartam garrafas pet;

60 descartam garrafas de vidro;
20 reutilizam ambos;

20 descartam ambos.

Quantos pessoas foram entrevistadas?

14)Em uma pesquisa sobre as fontes de irrigagdo de uma determinada regido,

verificou-se que entre as propriedades consultadas:

60% usam agua de rios ou agudes;
50% usam agua de pogos;
30% usam agua de ambos (de rio ou agudes e também de pogos).

Qual a porcentagem de propriedades consultadas que ndo usam nenhuma das

fontes?

15)Uma pesquisa feita em uma feira livre de pescado para saber a preferéncia

de 200 consumidores por trés tipos de peixes: tambaqui, dourada e filhote, mostrou

que, dos entrevistados: 20 consumiam os trés tipos; 30 os peixes tambaqui e

dourada; 50 os peixes dourada e filhote; 60 os peixes tambaqui e filhote; 120 o

peixe tambaqui;75 o peixe dourada. Se todas as 200 pessoas entrevistadas deram

preferéncia a pelo menos um dos tipos de peixe, pergunta-se:

a) Quantas pessoas consumiam o peixe filhote?

b) Quantas pessoas consumiam somente o tambaqui?

c) Quantas pessoas consumiam pelo menos dois tipos de peixe?

d) Quantas pessoas consumiam os peixes tambaqui e dourada, e ndo o
filhote?

16)Uma pesquisa feita em propriedades rurais para saber a preferéncia entre

os cultivos: abacaxi, melancia e meldao, mostrou que, entre os entrevistados:

200 plantavam abacaxi;

150 plantavam melancia;

130 plantavam melao;

100 plantavam abacaxi e meldo;

120 plantavam abacaxi e melancia;

60 plantavam melancia e melao;

50 plantavam os trés cultivos;

20 ndo plantavam nenhum dos trés frutos.

Diante das informagdes, responda:
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a) Quantos plantavam somente abacaxi?

b) Quantos plantavam pelo menos dois desses frutos?
c) Quantos plantavam ao menos um desses frutos?
d) Quantos foram os entrevistados?



1.2. Conjuntos numéricos

Todo e qualquer nimero na Matematica, se enquadra em um ou mais conjuntos
numéricos de acordo com suas caracteristicas. As subsecdes seguintes abordardo
esses conjuntos.

1.2.1. Conjunto dos numeros naturais (N)

Foi o primeiro conjunto numérico. Surgiu a partir da necessidade do homem
de contar. Os primeiros a utilizarem simbolos para representar nimeros foram os
egipcios, seguidos pelos babildnios, depois os romanos (apenas destacando os mais
importantes) e finalmente os hindus e arabes. Estes ultimos, criaram um sistema
numeérico posicional (o simbolo tem valor de acordo com sua posicdo), cujos
simbolos (algarismos) sofreram varias modificacdes e adaptacgdes, até chegar o que
sao hoje: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9.

Depois de varias transformacdes por milénios, podemos hoje de forma concisa
descrever os niumeros naturais a partir das concepcdes axiomaticas de Peano?, que
estao a seguir.

Axiomas de Peano:

a) Todo numero natural tem um Gnico sucessor;

b) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

c) Existe um tnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que
nio é sucessor de nenhum outro;

d) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X © N). Se 1 € X e se, além disso,
o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.

Conforme esses axiomas temos 0s seguintes nimeros naturais:

N={1,23,4,5,6,7,8,9,10,11, ... }.

Representacdo na reta real:

Alguns livros didaticos adotam N= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... }, incluindo o zero
como um numero natural, mas isso é uma preferéncia apenas. Decidimos utilizar o
conjunto dos naturais excluindo o zero, pois é coerente com o0s axiomas de Peano,
com a histéria dos nimeros, uma vez que o zero ainda ndo existia a época do
surgimento desses numeros e com uma contagem natural, onde se inicia pelo
numero um e ndo pelo zero.

2 Giuseppe Peano (1858-1932).
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1.2.2. Conjunto dos numeros inteiros (Z)

Com a evolugdao da contagem, surgiu a contabilidade. Com a necessidade de
representar o que se tem e o que falta, foram adicionados sinais anteriores aos
nuimeros. O sinal "-" (menos) é usado para representar uma quantidade que falta,
o sinal "+" (mais) é usado para representar o que se tem, e o zero (0) & usado
como a negacdo dos dois. Isso permitiu a representacdo de situacdes de crédito e
débito na contabilidade, o que foi crucial para o desenvolvimento das transacdes
comerciais e financeiras. Essa nova representacdo de numeros ampliou o conjunto

universo para:
Z={..—4,-3,—2,—1,0,1,2,3, ... }.

Nota: Em uma reta real, os niimeros negativos ficam a esquerda
€ 0 positivos a direita, separados pelo zero (que € neutro).

Representacdo na reta real:

— —

-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Os numeros inteiros representavam apenas quantidades e ndo medicdes. Era
possivel, por exemplo, medir o comprimento de qualquer objeto, em uma unidade
de medida qualquer e ndo ter um numero inteiro. A partir dai surgiu o conjunto dos
ndmeros racionais.

1.2.3. Conjunto dos numeros racionais (Q)

Representam partes de uma medida inteira. Podem estar em forma de fragao
ou decimal. Sua definicdo matematica pode ser assim expressa:

{Q:xlxzs(comp,qe Z eq #+ 0).

Ou assim definida: Um numero racional € aquele que pode ser escrito (ou

p 5 . .
representado) na forma de fragdo —, onde p e q sao numeros inteiros (com q = 0 )
q

denominados, respectivamente de numerador e de denominador.
Exemplos de alguns nimeros racionais dispostos na reta real:

-3 3
-3,66666... _° 05 - 15

. b#’ b 4 _

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Denominamos de niameros decimais aqueles que apresentam virgula em sua
composicdo. Eles podem ser definidos como finitos, sem reticéncias. Exemplos: 3,9;
-4,8; 70,33; etc. E também infinitos, com reticéncias, como:-2,3333...;
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5,4864879481...; -40,32323232...

Todos os decimais finitos sdo numeros racionais, ou seja, é possivel
representa-los em forma de fragdo. Veja alguns exemplos com suas respectivas
fragoes:

0,5 = L -5,35 = - 107 0,0001 = ——.
2 20 10000

Quanto aos decimais infinitos, somente os que apresentam dizima periddica,
isto €, somente os que possuem algarismos se repetindo periodicamente apds a
virgula, é que sdo numeros racionais. Veja alguns exemplos com suas respectivas
fragdes:

5

13110
0,5555... = ¢ 8119

0,737373... = z -13,123123123... =
99 999

Para completar o conjunto dos niUmeros racionais, temos os nimeros naturais

e inteiros, esses também sdo nUmeros racionais, pois €& possivel expressa-los

também em forma de fragdo. Veja alguns exemplos com suas respectivas fragdes:

10 —16 0
I — -2 —_ 0=— Q

2 8 3’
Dessa forma, os conjuntos naturais, inteiros e

racionais sao representados da seguinte maneira: Nc Z

c Q, conforme o diagrama ao lado.

Os Unicos numeros que ainda ndo classificamos quanto ao conjunto, sdo os
numeros em forma de decimal infinito e sem dizima periddica, esse tipo de nimero
se enquadra no conjuntos dos ndmero irracionais a seguir.

1.2.4. Conjunto dos numeros irracionais (I)

E o conjunto formado pelos nimeros decimais infinitos que ndo apresentam
dizima peridédica, ou seja, nesses numeros ndao ha algarismos se repetindo
periodicamente apds a virgula. Exemplos:

-9,14589751... -0,01568025184... 14,12358412...

NUmeros com essa caracteristica ndo podem ser expressos em forma de fragdo

~ . . . . . p
ou em outras palavras, nao existem numeros inteiros p e g tais que Etenha como
resultado um ndmero irracional.

Um exemplo classico de um ndmero irracional é a diagonal de um quadrado de
lado 1cm. Vamos demonstrar que sua medida ndo é racional. 1em

Supondo que p e g sdao primos entre si e que s = \/E Temos V3
R 1cm

p)2 VZ)? p 2 2

=) =(V2) = ==2 =|p?=2q¢%|(%).

5) =2

q2
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Analisando a expressédo (*), podemos concluir que p é par, pois se o quadrado
de um numero é par, entdo ele é par. Considerando agora que p seja um par na

forma p =2k, com k € Z e substituindo em (*), temos

(k)2 =2q% = 4k?=2q% =|2k?=qg?|(+%).
A expressdo (**) nos revela que g também deve ser par, o que é um absurdo,

pois p e g sao primos entre si. Dessa forma, nao existem p e g racionais tais que

2_ 3.

q

Antigamente acreditava-se que qualquer segmento de reta de medida p, cabia
exatamente uma quantidade n inteira de segmentos unitarios ¢ adotado como
medida, em outros termos, que os valores de p e g eram sempre comensuraveis
(sempre p = n.q = p/q = n). Essa ilusdo de comensurabilidade incondicional entre
duas medidas durou até meados de 25 a.c, quando alguns dos discipulos de
Pitdgoras descobriu exatamente o que provamos, a diagonal e o lado de um
quadrado sdo incomensuraveis entre si.

A partir desse momento, surgiram os numeros irracionais que representam
estritamente os segmentos incomensuraveis com a unidade de medida.

De uma forma geral, todo Ya com a positivo, cuja raiz enésima é inexata, sdo

numeros irracionais. Exemplos: & e u
Observe que sdo dizimas

V3 =1,73205... —/32 = —5,65685... VY8 =1,681793... | nio periodicas.

Outro exemplo de numero irracional, alvo de discussdo por séculos e hoje
demonstrada sua irracionalidade, € o nimero ™ = 3,14159..., que é a razdo entre
o perimetro de qualquer circunferéncia pelo seu diametro.

Diante das afirmacbes podemos concluir que:

Um numero é irracional se possuir dizima ndo periodica ou for da forma

Ya se n3o possuir raiz enésima exata (com a ndo negativo para n par).

A

\> SAIBA MAIS!

A visualizagdo apenas dos algarismos iniciais de um nimero ndo é suficiente para garantir que ndo hd
repeticdo periddica. Exemplos:
® 3,142857... pode ser um nimero irracional; se estiver garantido que ndo hd repeticdo de algarismos

22
periodicamente ou pode ser um niimero racional representado pela fra;:do7 = 3,142857142857....

1
* 0,00010203040506070809...pode ser um nimero irracional ou os decimais da fracdo YT

Para evitar dubiedades, garantiremos nessa obra que, se os algarismos iniciais apresentados de um nimero
ndo se repetem periodicamente, significa que de fato ndo se repetem, sendo tratados portanto, como nimeros

irracionais.
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1.2.5. Conjunto dos numeros reais (R):

E um conjunto formado por todos os nimeros que j& estudamos até aqui. O
que significa que todos os conjuntos numeéricos anteriores estdo contidos nele. Veja
a representagao no diagrama seguinte.

Observe pela representagado que qualquer nimero (real):

- E racional ou irracional (e nunca os dois);

-Se for natural sera também inteiro e também racional
(a reciproca nao ¢ verdadeira);

-Se for inteiro sera também racional (a reciproca

também néao ¢ verdadeira).

1.2.6. Conjunto dos naumeros complexos (C)

E o conjunto universo onde se enquadram todos os conjuntos numéricos.
Inclusive os ndmeros na forma ’Vacom n par e a negativo, que no conjunto dos
numeros reais ndo apresenta significado.

Os numeros pertencentes a esse conjunto apresentam duas partes: parte real
(a) e a parte imaginaria (b), escrito na seguinte forma C = a + bi, onde i é igual a

v—1 denominada de unidade imaginaria.

C

Todo namero real ¢ um namero complexo, mas

nem todo namero complexo é um namero real.

Exemplos: vV—100,%—13,°Y=2 € Ce ¢R

Esse conjunto numérico sera estudado em detalhes na unidade 16 - volume 3.

1.2.7. Intervalos numéricos

Definigdo 1.2.7.1: Dados dois numeros reais p e q, chama-se intervalo (ou
intervalo numérico) a todo conjunto de todos os niUmeros reais compreendidos entre
p e q, podendo inclusive incluir p e g. Os nimeros p e g sdo os limites do intervalo,
e se o intervalo incluir p e g, o intervalo é dito fechado, caso contrario, o intervalo
é dito aberto.

A tabela abaixo define os diversos tipos de intervalos.
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TIPOS REPRESENTACAO INFORMACAO
INTERVALO FECHADO [p,gl={xeR|p<x<q} inclui os limites p e g
INTERVALO ABERTO (p,q)={xeR|p<x<q} exclui os limites p e g
INTERVALO FECHADO A ESQUERDA | [p, g) = {x ER | p < x < q} inclui p e exclui g
INTERVALO FECHADO ADIREITA | (p, gl ={x€R|p < x < q} exclui p e inclui g
INTERVALO SEMI-FECHADO [p, +0)={x €R| x 2 p } | valores maiores ou iguais a p.
INTERVALO SEMI-FECHADO (-0,q] ={x€R | x < q} valores menores ou iguais a q.
INTERVALO SEMI-ABERTO (-0 ,q)={x€eR| x <q} valores menores do que q.
INTERVALO SEMI-ABERTO (p, to)={x€ER| x> p} valores maiores do que p.

Um intervalo aberto pode ser também representado pelos colchetes inversos.
Exemplos:
e ]10,5[ € o mesmo que (0,5);
e ]-co ,-13[ é o mesmo que (-oo, -13).
Os limites -co (menos infinito) e +co (mais infinito), por serem infinitos (e ndo
um numero real), devem ser representado como intervalo aberto.
A representacgdo grafica de um intervalo é feito sobre uma reta real. A seguir

estd um exemplo de uma reta real com alguns nimeros dispostos:

3

=15
-5 —4 _ &
e B V2 21,4142... V321,732,
\ / ™ =3,14159...
! | R |
6 5 =4 -3 | 2 -1 ! 0 1 I 1 2 3' 4 5 6
RETA REAL

Usamos: QO = para representar limite “aberto” e ® = para representar limite

“fechado”, da seguinte forma:

[p.gl=—* .
Ip,a[ = ——¢- °
Ip.ql = —= .

[p.al= —* —e
Envolvendo infinitos:

(-00,q]= o
[p,+00) = ——

Exemplo: Utilizando a representagdo grafica dos intervalos sobre a reta real,
determine: An Be AU B, sendo A=1[0,3] e B=[1,4].
Solugdo: Incialmente, representamos os conjuntos A e B em uma reta real, um

abaixo do outro, tracejando (destacando) a regido que representa cada intervalo.



NOCOES ELEMENTARES

A=

@ °
[ ]

1 4
B = ¢)

Em seguida analisamos os conjuntos a serem calculados:
e A N B sdo todos os elementos que pertencem a A e a B. Nesse caso, verificamos a

parte tracejada em comum dos intervalos.

0 3
A= @ @ >
1
1 : 4
B= @ 4 @
:
ANB= © o Resultandoem A n B = [1,3].
1 3

e A U B sao todos os elementos que pertencem a A ou a B. O que corresponde a
verificarmos as partes que estdo tracejadas em um conjunto ou em outro e nao

necessariamente nos dois conjuntos (intervalos).

0 3
A= & a .
b b
i 1 i 4
B= N ® } ® >
- i : i
! 2 ' H
AlB= : [} @ . —>
: & 3 H
AUB = ® ® Resposta: A U B = [0,4].
0 4

20 exemplo: Calcule An B, AU Be A— B sendo A= (—2,5] e B=[0,3).

Solugao:
=) 5
A= @
T Y @
1 1 1 )
1 1 1 1
Hie= i 01 és : O intervalo A— B
- ' 1 T ' sdo todos os elementos que
! E E ! pertencem a A e nao
ANB= 1 © ® s pertencem a B . O que
o D corresponde a verificarmos
! ! H ! as partes que  estdo
1 1
_ é . < =
AUB= _zé . . ® tracejadas em A e ndo estao
1 8.5 ]
' : - ! tracejadas em B.
1 1
A—B= é & & A
=2 0 3 D)

Resposta:A N B=1[0,3),AU B =(—2,5leA—-— B =(—2,0) U [3,5].

39 exemplo: Associe V ou F a cada uma das seguintes afirmagodes.

a) (F)-7 e [-8,0]. d) (V)-3e{x€eR|-4<x<1}.
by (F)Oe{xeR|0<x<3}. e) (V)RNQ=0Q.
¢) (V) {-300, -10, -1} c (-,0]. f) (F)NU(ZNQ) = Q.
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[ EXERCICIOS 1.4 I

1)Quanto aos conjuntos numéricos, responda com V (verdadeiro) e F (falso)
nas seguintes afirmacgdes.

a)( NcaQ g) ( )-4.567.009 € Z.
b) ( )1290 €. h) ( )-4.567,009 € Z.
c) ( )0,474747..€Q. i)( WA9€eR-Q.

d) ( )0,23464309756467...€ 1.
e)( )RoQ>IDZ>N.
f)( )NeZ.

k) ( )Todo numero natural é racional.

AN
D e

) ( )Todo numero racional é natural.

m) ( )Todo numero inteiro é natural.

n) ( )Nem todo numero natural é inteiro.

0) ( )Todo nimero complexo é um numero real.

p) ( )A soma ou subtragdo de dois nimeros racionais sempre € um ndmero
racional.

q) ( )A soma ou subtracdo de dois numeros irracionais sempre é um
numero irracional.

r) (  )A multiplicagcdo de dois numeros racionais sempre & um numero
racional.

s) ( )A multiplicacdo de dois numeros irracionais sempre € um numero
irracional.

t) ( )Se um numero tem representacdo decimal infinita e periddica, entdo
esse numero é irracional.

u) ( )Todo ndmero racional tem uma representacdo decimal finita.

v) ( )3a é irracional se a raiz ndo for exata.

w) ( )Va é racional se a raiz ndo for exata.

x) ( )¥a é um nlmero real se a for negativo e n for par.

y) ( )¥a é um namero complexo se a for negativo e n for par.

2)(UEL) Observe os seguintes nimeros:

I.2,212121...
II. 3,212223...
IIL. 11/5

IV. 3,1416

V. V-4

Assinale a alternativa que identifica os ndmeros irracionais.
a)lell b)lelV c) Il e III d)IIelV e)llleV
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3)Represente sobre a reta real cada um dos seguintes conjuntos:
a)A={xeR|1=<x=<2}.
b)B={xeR|-3<x <0}
c)C={xeR| x<0o0ux>2}.
dD={x€eR|-1<x<0ouxz=>3}

4)Ache o conjunto solugdo em R:
a)[0,2] n [1,3].
b)] -c0, 2] n [0, +00).
c)[1,2] n[0,3] n[-1,4].

11,21 u 10,
)]_IS[U]I3['

5)Determine o conjunto numeérico solugado:

a)RnNnQ. e) R— Q.

b)Q nZ. f) (NNnZ)uQ.
c)NuQ. g) Nu (ZnQ).
d)IvQ. h) (NuZ)n (NNnQ) .

6)Considere os conjuntos: A

{xeR|-2=<x=<8},B={xeR|x <13}, C=
{xeR|x>-3yeD={xeR|1=<x < 17}. Determine:

a)ANBNC.

b) BU (AN D).

c) (A — D) N (C — D).

d) (AUB) — (CUD).

7)(PUC-MG) Se A=]—2,3] e B=[0,5], entdo os numeros inteiros que estdo
em B — A sdo:
a)-1e0
b)l1eO
c)4eb5
d)3,4e5
e)0,1,2e3

8) Considerando os intervalos numéricos A = [-5, 15], B = [0, 5] e C = [-3,
8], a alternativa incorreta é:
a)AuB=A
b)AnNB =B
a) AUBUC=A
dAnBNC=B
e)ANBNC=C
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1.3. Razao

Definicdo 1.3.1: Dados dois niumeros a e b (b#0), denominamos de razdo

a
de a para b (ou razdo de a entre b) o quociente:;.

O conceito de razdo é um dos mais simples da matematica, consiste em dividir
uma grandeza® pela outra. E o resultado dessa razdo pode ser outra grandeza ja
definida ou um simples quociente sem unidade de medida.

Existem varias aplicacdes de razdo nas ciéncias agrarias. Veja alguns
exemplos.

1° exemplo: O hectare é ultimamente a medida mais empregada em area de
fazendas, chacaras, sitios, regides de plantacdes e loteamentos rurais, equivalendo
a uma regido de 10.000 m=2. O alqueire foi uma das medidas agrarias mais utilizadas
pelos fazendeiros, mas atualmente ele é considerado uma medi¢cdo impropria, em
virtude das diferentes quantidades de m?2 utilizados pelos estados brasileiros. O
alqueire paulista é equivalente a 24.200 m2, o mineiro e o goiano correspondem a
48.400 m?2, enquanto que o alqueire da regido Norte é igual a 27.225 m2. Essa
inconsisténcia de medidas entre os estados e a deficiéncia organizacional quanto a
equiparacdo da unidade alqueire, tem contribuido para que os proprietarios de
terras abandonem esta unidade de medigcdao, prevalecendo uma medida de padrao

nacional, como o hectare.
Fonte: (SILVA, 2018)

Com base no texto, quantos hectares equivale um alqueire da regido Norte?

- = 2,7225 hectares. Consulte outras grandezas com suas unidades de
10.000 medidas e transformagdes, na tabela 1 no final deste
volume,

Solugdo:

2° exemplo: A ideia de se plantar em fileiras e com determinadas distancias
entre plantas, surgiu da necessidade de racionalizacdo das areas e principalmente
com o advento da mecanizacdo agricola. A densidade do plantio equivale ao
nimero de plantas utilizadas em uma determinada area e seu valor depende dessas
distancias. Para calcular a quantidade de plantas em uma determinada &area

retangular usamos a féormula:
Fonte: (MASCARENHAS, 2018)

é a distancia entre linhas;

Area plantada &
D = e Onde: { b é distancia entre plantas;

D é a densidade de plantio.

3 Grandeza € tudo aquilo que pode ser medido ou quantificado. Exemplos: distAncia, velocidade, peso, quantidade de agricultores,
etc.
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Vamos determinar a densidade de um plantio cujo espagcamento entre linhas é
de 2m e entre plantas de 5m (ver figura 1.3.1), numa area de 1 ha:

B — Area plantada _ 100m.100m -— ah
a.b 2m.5m ” a 7 a
D =|1000 plantas ha™? | e (2L
A densidade desse plantio é de 1000 plantas por hectare. -> -
A s T 5m
De forma inversa, é possivel estimar a quantidade P om -
de plantas por hectare a partir de uma amostra do RN X
plantio. Para isso, basta verificar quantas plantas ha em ~ - -
1 metro quadrado do plantio e multiplicar por 10000. R "
Figura 1.3.1

Outra grandeza utilizada na agricultura é o metro linear. O metro linear é
uma medida calculada pela razdo entre area plantada e o espagcamento entre linhas.

Area plantada p— b e t:llstanua entre linhas;
ML = 5 ML é o metro linear.

No exemplo anterior o metro linear do plantio é:

ML = Area péantada = 10()"21'”1100”1 =[5000 metros lineares |.

Em outras palavras, pode-se dizer que nesse plantio (de dimensdes retangulares) ha
50 linhas de 100 metros, que hipoteticamente plantados em uma unica fila, corresponde a

5000 metros lineares.

3°% exemplo: Uma lavoura possui espacamento entre linhas de 40 cm e 10
plantas por metro linear. Qual a estimativa de plantas por hectare dessa lavoura?

100
Solugdo: Supondo dimensdes retangulares, sdo 4 = 250 fileiras, com 10.100 =

’

1000 plantas cada uma. Assim, a lavoura possui: 250.1000 = 250.000 plantas ha™'.

100
Outra solucado: T 0,1m é o espacamento entre plantas. Substituindo na férmula

da densidade, temos

D— Area plantada 100m.100m

— — —1
e =~ Gambim 250.000 plantas ha™*|

4° exemplo: Vazao pode ser definida como sendo a quantidade volumétrica
de um fluido que escoa através de uma secdo de uma tubulacdo ou canal por
unidade de tempo. A formula de calculo é dada pela razdo entre o volume e o tempo.
As unidades de medidas mais comuns sdo: m3/s, m3/h, l/h, l/min, entre outras.
Uma mangueira de irrigagao tem vazao de 100 litros em 20 minutos.
a)Qual a vazao em litros por minutos?
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100

Solugao: o = .

b)Quanto seria essa vazao em I/h?

Solugao: Como 1 hora tem 60 minutos: 5 x 60 =|300 [/h|.

50 exemplo: 1/10 de uma plantagdo de cana-de-acglcar de 1 ha foi perdido

por conta de pragas. Quantos m2 foram perdidos?

1 1
Solucgdo: To X 1 ha = o 100m x 100m = [1000m?|.

[ EXERCICIOS 1.5 |

1) Calcule a densidade de plantio de 1 ha de duas plantagdes cujos
espagamentos estdo a seguir:
a)Distancia entre linhas de 2m e entre plantas de 4m?
b)Distancia entre linhas de 1m e entre plantas de 0,5m?

2) Quantos metros lineares possui uma lavoura cujo espagamento entre linhas
é de 2m, em uma &area de 1 ha?

3)Um plantio possui espagcamento entre linhas de 50 cm e 4 plantas por metro
linear. Qual a estimativa de plantas por hectare desse plantio?

4)Uma mangueira de irrigagcao tem vazao de 300 litros em 15 minutos. Qual a
vazdo em litros por hora?

5)Para se determinar a capacidade de trabalho de uma maquina agricola, basta

verificar o nimero de hectares trabalhados (area) num determinado periodo de
tempo, ou seja, basta calcular a razdo entre a area e o tempo.

Fonte adaptada: (PACHECO, 2000)

Qual a capacidade de trabalho de uma semeadora-adubadora que plantou 6

ha em 5 horas?

6)Um pulverizador costal manual possui capacidade de 20 litros. Um agricultor
pulverizou uma area de plantio em 50 minutos, utilizando toda a capacidade do
pulverizador. Qual a vazao do bico desse pulverizador em l/h?

7) De acordo com as especificagdes de largura e altura do trator na figura:
a)Qual a razao entre a largura e a altura?
b)Um trator menor estd sendo projetado para uma altura de 2,0 metros.
Qual deve ser a largura desse novo trator, se for preciso manter a mesma razao do
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trator anterior?

[

2,0m

8) “Os donos de veiculo flex muitas vezes ndo sabem qual combustivel escolher
na hora de encher o tanque. O alcool rende menos, sendo assim, o veiculo roda
menos quildmetros por litro que a gasolina com o mesmo volume de combustivel.
Para saber qual combustivel escolher, a conta é simples: Divida o prego do etanol
pelo da gasolina. Caso o resultado seja inferior ou igual a 0,70, escolha o &lcool;
caso contrario a gasolina é a melhor opgdo. O litro do etanol ficou mais barato no
final de junho, passou de R$ 1,93 para R$ 1,92. A gasolina também ficou e esta
mais em conta. O prego nacional médio é de R$ 2,73.”

Fonte: (EXTRA, 2012)

De acordo com os precos do etanol e da gasolina presentes no texto acima,
qual o combustivel é mais vantajoso para o consumidor?

Texto para as questoes 9 e 10: Calcular corretamente o custo de produgao
agricola é essencial para o sucesso na gestdo de qualquer propriedade rural. [...].
E claro que a produtividade esta diretamente relacionada com a receita, mas nem
sempre produzir 75 sacos de soja por hectare € melhor do que produzir apenas 55
sacos por hectare, isso depende dos custos da producao.

Fonte adaptada: (INSTITUTOAGRO, 2019)

9)Para um mesmo custo de producgao, qual propriedade rural exemplificada a
seguir, teve maior produtividade por hectare?
a) Propriedade A: colheu 1300 sacos de soja em 35 hectares;
b) Propriedade B: colheu 1750 sacos de soja em 45 hectares;
c) Propriedade C: colheu 3000 sacos de soja em 77 hectares;
d) Propriedade D: colheu 7550 sacos de soja em 198 hectares;
e) Propriedade E: colheu 35 sacos de soja em 1 hectare.

10)Supondo que a cada x sacos de soja colhidos por hectare, y sdo para pagar
os custos da produgdo. Marque a melhor produtividade:
a) Propriedade A: x = 75 ey = 55;
b) Propriedade B: x = 50 e y = 25;
c) Propriedade C: x = 80 e y = 45;
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d) Propriedade D: x = 105 ey = 75;
e) Propriedade E: x =45 ey = 5.

11) O método convencional do plantio de soja consiste em um espagamento
entre fileiras de 45 a 50 centimetros, espago entre plantas de 7 a 10 centimetros e

uma semente por cova.
Fonte: (POPOV, 2017)

Respeitando as especificagdes do método, qual o nimero maximo de plantas

que é possivel plantar em um terreno retangular de 1 ha?

12)(ENADE-AGRONOMIA-2004) Uma cultura de feijdo sera implantada com

espagamento de 0,5 m entre sulcos de plantio e de 10 cm entre plantas dentro da
linha de plantio. A populagdo de plantas por hectare sera:

a)20.000;

b)100.000;

c) 200.000;

d)500.000;

e)1.000.000.

13) Calcule:

3 1 7
a) = de 20. b) — de 1000. c)— de 50.
5 8 11

14) Escreva os numeros abaixo em forma de fragdo:
a)0,8888... b) 2,131313... c) 10,00569569569...

15) Um terreno retangular 85mx125m sera cercado por estacas (despreze suas
dimensbes), com uma estaca obrigatoriamente em cada canto do terreno (no
vértice do retangulo).

a)Se a distancia entre as estacas ndao pode exceder 3 metros, qual a menor
quantidade de estacas que deve ser utilizada?

b)Se a distancia entre as estacas deve ser igual em qualquer lado do terreno,
qual o niumero minimo de estacas a serem utilizadas? E qual deve ser a distancia

entre elas?

16)A lateral de um terreno que mede 103 metros, sera cercada por 50 estacas
com espessura de 10cm. Sabendo que as estacas terdo a mesma distéancia uma da
outra, qual deve ser o valor dessa distancia (x)?

103 m
50 estacas
=—x—~ Ll LI L] LT
10cm 10cm 10cm 10cm 10cm 10cm

58



17)(ENEM) Para o reflorestamento de uma area, deve-se cercar totalmente,
com tela, os lados de um terreno, exceto o lado margeado pelo rio, conforme a
figura. Cada rolo de tela que serd comprado para confeccdo da cerca contém 48
metros de comprimento.

A quantidade minima de rolos que deve ser comprada para cercar esse terreno

e 190 m
a)é b)7 «¢)8 d)11 e) 12

81m 81m

Rio

18)(ENEM) O indice de eficiéncia utilizado por um produtor de leite para
qualificar suas vacas é dado pelo produto do tempo de lactagdo (em dias) pela
producdo média diaria de leite (em kg), dividido pelo intervalo entre partos (em
meses). Para esse produtor, a vaca é qualificada como eficiente quando esse indice
é, no minimo, 281 quilogramas por més, mantendo sempre as mesmas condigcdes
de manejo (alimentagdao, vacinagao e outros). Na comparacdo de duas ou mais
vacas, a mais eficiente € a que tem maior indice.

A tabela apresenta os dados coletados de cinco vacas:

Apds a andlise dos dados, o produtor avaliou que a vaca mais eficiente é a

a) Malhada Dados relativos a producgao das vacas
b) Mamona Tempo de | Producao média | Intervalo
. Vaca lactacao | didria de leite |entre partos
c) Maravilha (em dias) (em kg) (em meses)
d) Mateira Malhada | 360 12,0 15
e) Mimosa Mamona| 310 11,0 12
Maravilha 260 14,0 12
Mateira 310 13,0 13
Mimosa 270 12,0 n

19)(ENEM) Uma pessoa possui um espacgo retangular de lados 11,5 m e 14 m
no quintal de sua casa e pretende fazer um pomar doméstico de magds. Ao
pesquisar sobre o plantio dessa fruta, descobriu que as mudas de maga devem ser
plantadas em covas com uma unica muda e com espagamento minimo de 3 metros
entre elas e entre elas e as laterais do terreno. Ela sabe que conseguira plantar um
numero maior de mudas em seu pomar se dispuser as covas em filas alinhadas
paralelamente ao lado de maior extensao.

O numero maximo de mudas que essa pessoa podera plantar no espaco
disponivel é

a)4. b)s. c) 9. d) 12. e) 20.
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1.4. Proporgao

Proporcdo é uma igualdade entre duas razdes: Meios

[:> Os valores de a e d sdo chamados :> a&:}d
de extremos e b e ¢ de meios. Extremos

Em toda proporgdo o produto dos meios é igual ao produto dos extremos (ou
vice versa), também chamada de multiplicacdo em cruz.

%X% [:> axd=bxc

Quando essas razdes representam medidas de algumas grandezas, dizemos

&l o

Sl IS

que essas grandezas sao proporcionais. Veja algumas aplicagbes a seguir.

1° exemplo: Uma praga afetou duas lavouras de cana de acgucar. O
proprietario percebeu que na 12 lavoura, a cada 28 canas colhidas, 5 estavam
estragadas. E na 22 lavoura, a cada 84 canas colhidas, 14 estavam estragadas.
Proporcionalmente, qual lavoura teve maior prejuizo?

28
Solucgdo: Calculando a razio na primeira lavoura: ke 5,6. Significa que a cada 5,6

84
canas, 1 (uma) estava estragada. Na segunda lavoura: T 6. Significa que a cada 6 canas,

1 estava estragada. Dessa forma, a primeira lavoura teve maior prejuizo, pois colheu
menos canas a cada 1 (uma) estragada.
Para a segunda lavoura ter o mesmo prejuizo da 12 é preciso uma proporcao
28 84 420
——= 8% = §5.84= 28y = 420 = % = — =5 |x = 15|
TRy o EA=F

A segunda lavoura deveria ter 15 canas estragadas para ter um mesmo prejuizo.

290 exemplo: Dois aspersores de um mesmo fabricante possuem as seguintes
especificacoes:
Aspersor A: Vazoes de 600 L/h (0,60 m3/h) a 5.000 L/h (5,00 m3/h);
Aspersor B: Vazoes de 500 L/h (0,50 m3/h) a 4.500 L/h (4,50 m3/h).
a)Em quanto tempo o aspersor A, em vazdo maxima, esvaziard uma cisterna
de 15000 litros? E se fossem o0s dois aspersores em vazdées maximas?
Solucao: Em 15500—;00 = 3 horas, o aspersor A esvaziara a cisterna.
15000 15000
4500+5000 9500

Os dois aspersores em vazao maxima, esvaziariam a cisterna em

= 1,57 horas. Como 0,57 horas = 0,57.60 = 34,2 minutos ¢ 0,2 minutos = 0,2.60 = 12 scgundos. A

resposta pode ser 1h: 34m: 12s.
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b)O aspersor B foi instalado em um sistema de irrigacdao que possui um
reservatorio de dimensdes em forma de paralelepipedo medindo 15mx20mx30m,
conforme a figura. Em quanto tempo esse aspersor, em vazdo maxima, esvaziara

o reservatério?
Solugdo: O reservatério possui formato de 15m
paralelepipedo, portanto, o volume da agua é dado por

15x20x30 = 9000 m?. Como 1m?® equivale a 1000 litros,

temos
9000.1000
EETTT 2000 horas. 20m
2000
F ik 83,33 ... dias= (0,33...x 24 = 8)= 83 dias e 8 horas.

Na area de medidas, dizemos que escala é a razdo entre as dimensdes
apresentadas no desenho e o objeto real por ele representado. Estas dimensdes
devem ser sempre tomadas na mesma unidade de medida.

MD E ¢é a escala;
e — Onde:{ MD é a medida do desenho;
MR MR é a medida real.

Uma escala é comumente apresentada como uma razdo de 1 para outro valor.
Por exemplo, se um mapa apresenta a escala 1:2500, significa que 1 cm no mapa
é equivalente a 2500 cm no tamanho real, ou 1 m no desenho do mapa equivale a
2500 metros no tamanho real, assim sucessivamente. Caso em um mapa nao
mencionar a unidade de medida, deve-se considera-la em centimetros.

Exemplo: Um mapa de um terreno rural foi desenhado na escala 1:500. Um
agronomo precisa demarcar no mapa uma area retangular medindo 30mx20m.
Quais as dimensdes dessa area no mapa??

Solugdo: Denominando de x e y as dimensdes, temos

Bttt = Ly % 500x = 30 = =3 = 0,06
=MR 30 — TS00¥i30 = = x = 555 =[x =006m]

20
S = 500y = 20 = y = m:.Resposta:6cme4cm.

2° exemplo: Em um mapa desenhado na escala de 1:1000 a distancia entre
duas cidades é de 8cm. Qual a distdncia entre as mesmas cidades em outro mapa
menor desenhado na escala 1:15007?

Solucgdo: Denominando de x e y as dimensdes, temos

Eelf o L~ YR . o 80 m|
= MR 1000 % MR = (M Oouo. mk
E_@ = Lﬂ:), MD—M~534 A 7 d te 5.34
= MR 1500 = 3000 = 1500 = 9 cm proxlma amente o, cm.
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[ EXERCICIOS 1.6 |

1) Um aspersor de irrigagdo tem vazdo de 100 litros de dgua em 15 minutos.
a)Qual a sua vazdo em l/h?
b)Suponha que em uma determinada plantagdo (por questdes técnicas) a
vazdo ndo pode exceder 1000 litros por dia. Quanto tempo, no maximo, esse
aspersor deve ficar ligado ao dia?
c)Em quanto tempo esse aspersor esvaziard um reservatério em formato
cubico de 3m de lado?

2)A producd@o média de um laranjal é de 180 laranjas a cada trés pés. Quantas
laranjas em média serdo colhidas em 150 pés?

3)Um caminhdo tem capacidade para 5,5 toneladas de laranjas.
a)Quantas viagens, no minimo, serdo necessarias para transportar a
producao 43 toneladas?
b)Suponha que para o transporte, as laranjas sejam acondicionadas em
caixas com capacidade maxima de 30 kg. Quantas caixas, no minimo, deverdo ser
usadas em uma Unica viagem?

4)0O adubo NPK possui em 200kg, 8kg de nitrogénio, 60kg de fdésforo e 32kg
de potassio. Na mesma proporgdo, quantos quilogramas de cada nutriente
(nitrogénio, fosforo e potdssio) terd em 900kg desse adubo?

5) O confinamento é capaz de proporcionar seguranga ao sistema de produgdo
quando se deseja atingir determinados indices produtivos, tais como o controle da
dieta, redugdo do tempo de abate e o monitoramento do desempenho dos animais.
Tendo em vista os grupos genéticos avaliados e considerando o peso médio diario
(GMD), notou-se que o grupo Aberdeen Angus, Nelore e composto Montana
obtiveram 1,50 kg/dia, 1,33 kg/dia e 1,43 kg/dia, respectivamente, durante os 124
dias do confinamento.

Fonte: (FILHO, SILVA, et al., 2017)
De acordo com o texto:

a) Qual grupo genético apresentou desempenho superior, medido pelo ganho
em peso médio diario?
b)Quantos quilogramas, em média, ganhou cada grupo ao final dos 124 dias?

6)Resolva as equagdes:

32 x—3 4

a)= = = O _4
3 6 x 5
)12 48 d 5
x 4 ) x+a x

62



7)Quais as dimensdes que deve ter uma area rural medindo 100mx100m em
um mapa desenhado na escala de 1:4007?

8)Consultando o mapa na internet para saber a distdncia entre Porto grande e
Ferreira Gomes, no estado do Amapa. Um pesquisador consultou em uma mapa
que essa distancia é de 35,3 km. Sabendo que a distancia destacada no desenho
entre essas cidades é de 3,53 cm. Qual a escala do mapa?

O Porto Grande, Amapd, 68997-000

Q Fereira Gomes, Amapa, 68915-000

= £ &

Ferreira Gam:sg

Porto Grande.

Map data €2019 Google.

30 min (35,3 km) via BR-156
Como chegar

Fonte: google.com/maps (acesso 03.04.2019)

9)Em um mapa desenhado na escala de 1:2000 a distancia entre duas cidades

é de 10cm. Qual a distancia entre as mesmas cidades em outro mapa maior
desenhado na escala 1:50007?

10)A distancia entre as cidades de Macapa e Porto Grande no estado do Amapa
é aproximadamente 100km. Qual a velocidade média de um motorista que leva 50
minutos para chegar de uma cidade a outra? Em quanto tempo ele faria o mesmo
percurso se a velocidade média fosse de 130km/h?

11)Um agrénomo ira dividir R$ 500,00 entre 03 agricultores contratados,
proporcionalmente a drea plantada por cada um. Sabendo que o agricultor A plantou
35m?2 de area, o agricultor B, 40m2 e o agricultor C plantou 25m2. Quanto deve
receber cada um?

12)Uma caixa com limdes quando dividido igualmente entre os presentes, dava
8 limbdes para cada. Porém, ao chegar 2 pessoas, essa divisdo passou a ser de
apenas 6 limdes para cada. Quantos limbes havia na caixa?

13) Quantos peixes coloco num viveiro? Normalmente, se determina o numero
de alevinos adequado para se povoar um viveiro de acordo com o tipo de cultivo. O
Cultivo semi-intensivo, por exemplo, € aquele em que o viveiro possui controle de
abastecimento e drenagem, o produtor faz adubagao e calagem, fornece alimento
suplementar. Colocar 1 peixe por metro quadrado (m?2), produz de 2.000 a 6.000Kg
de peixe por ha/ano.
Fonte adaptada: (CEPLAC, 2018)
De acordo com o texto, qual a quantidade ideal de peixes para um viveiro
retangular medindo 30mx20m?
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14)Milho ganha novo espagcamento: O desenvolvimento de novos hibridos de
milho, com plantas mais eretas e folhas menos expandidas, esta tornando viavel a
reducdo do espagcamento, de 90 para 45 centimetros, entre as linhas de plantio,
porém a distancia entre as plantas é aumentada. Mesmo com a mesma quantidade
de plantas por hectare, os testes mostraram que ha incremento de 8% a 10% na
produtividade, pois as plantas ficam mais arejadas e recebem mais luminosidade.
Fonte: (SOUZA, 2008)
Supondo que a distancia entre plantas era de 80 cmm quando o espagamento
entre as linhas de plantio era de 90 cm, qual deve ser a distancia entre plantas, se
0 espagcamento entre linhas de plantio for reduzido para 45 cm, uma vez que a
quantidade de plantas por hectare precisa ser a mesma-?

15)(ENEM) O capim-elefante é uma designagdo genérica que reune mais de
200 variedades de capim e se destaca porque tem produtividade de
aproximadamente 40 toneladas de massa seca por hectare por ano, no minimo,
sendo, por exemplo, quatro vezes maior que a da madeira de eucalipto. Além disso,
seu ciclo de producgdo é de seis meses, enquanto o primeiro corte da madeira de
eucalipto é feito a partir do sexto ano.

Considere uma regido R plantada com capim-elefante que mantém
produtividade constante com o passar do tempo. Para se obter a mesma
quantidade, em toneladas, de massa seca de eucalipto, apds o primeiro ciclo de
producdo dessa planta, é necessario plantar uma area S que satisfaca a relagdo:

a)S= 4R. b) S = 6R. ¢)S = 12R. d) S= 36R. e) S = 48R.

16)(ENADE-AGRONOMIA-2019) Um produtor rural de soja aplicard um
inseticida para controle de pragas cuja bula recomenda a dosagem de 2 l.ha~! (litro
por hectare) do produto comercial. Ele possui um pulverizador com capacidade de
400 litros, devidamente regulado para distribuir esse volume em 4 ha .
Considerando-se essas informagdes, qual quantidade do produto comercial deve ser
adicionada ao tanque de pulverizagao utilizando o seu volume total?
a)2 litros. b) 4 litros. c¢) 8 litros. d) 10 litros. e) 12 litros.

17)(ENEM) Um granjeiro detectou uma infecgdo bacteriolégica em sua criagdo
de 100 coelhos. A massa de cada coelho era de, aproximadamente, 4 kg. Um
veterinario prescreveu a aplicagdo de um antibidtico, vendido em frascos contendo
16 mL, 25 mL, 100 mL, 400 mL ou 1 600 mL. A bula do antibidético recomenda que,
em aves e coelhos, seja administrada uma dose Unica de 0,25 mL para cada
quilograma de massa do animal. Para que todos os coelhos recebessem a dosagem
do antibidtico recomendada pela bula, de tal maneira que ndo sobrasse produto na
embalagem, o criador deveria comprar um uUnico frasco com a quantidade, em
mililitros, igual a

a) 16. b) 25. c) 100. d) 400. e) 1 600.
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REGRA DE TRES E PORCENTAGEM

2. REGRA DE TRES E PORCENTAGEM

2.1. Grandezas diretamente e inversamente proporcionais

Na unidade anterior, vimos que quando duas razdes entre duas grandezas sdo
iguais, elas sao denominadas de grandezas proporcionais. Nesta unidade, vamos
estudar os casos em que essas grandezas podem ser diretamente ou inversamente
proporcionais.

Como exemplo, vamos analisar as informagdes da porgdo de uma ragao animal
e seu valor energético (calorias), que estdo no quadro a seguir.

Porgao (g) 2 4 9
Valor energético (kcal) 6 12 27

Observe que a razao (o quociente) entre os nimeros em qualquer coluna sado
) 2 4 9 1
iguais: E = E = ;’ todos tem como resultado § De um modo geral, quando a

razao entre duas grandezas apresentam valores constantes (iguais), essas duas
1
grandezas sdao diretamente proporcionais. E o valor E' desse exemplo, é

denominado de constante de proporcionalidade.

Observe ainda que na medida em que a porgcdo aumenta, aumenta também
o valor energético na mesma proporgdo. Portanto, a porgdo e o valor energético
sdo grandezas diretamente proporcionais.

Agora, veja as informagdes de duragao (em dias) de 100kg dessa mesma ragao
de acordo com o niumero de animais.

Quantidade de animais 4 8 12

Tempo (dias) 6

Perceba que multiplicando os numeros de cada coluna o resultado é sempre
24. E via de regra, quando o produto de duas grandezas apresentam valores
constantes (iguais), essas duas grandezas sdo inversamente proporcionais.

Veja também, que na medida em que a quantidade de animais aumenta, o
tempo diminui na mesma proporgao. Dessa forma, dizemos que a quantidade de
animais e o tempo sdo grandezas inversamente proporcionais.
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Como as grandezas envolvidas em problemas matematicos sdo normalmente
conhecidas do nosso cotidiano, é possivel saber se elas sdo diretamente ou
inversamente proporcionais (sem a tabela completa). Para isso, basta verificar o
que acontece com uma grandeza, quando hipoteticamente (ou de acordo com os
dados), aumentamos (ou diminuimos) a outra.

Se hipoteticamente aumentamos uma dJgrandeza, e apds a analise,
percebemos que a outra grandeza também deve aumentar, teremos duas
grandezas diretamente proporcionais. Porém, ao perceber que a outra grandeza
deve diminuir, nesse caso, serdo grandezas inversamente proporcionais. De forma
contraria, é possivel também supor que uma grandeza esteja diminuindo e se a
outra também diminuir, sdo grandezas diretamente proporcionais, caso contrario
(aumentar), inversamente proporcionais.

1° exemplo: Oito agricultores colhem toda a produgdo de uma fazenda em 12
dias. Quantos dias seriam necessarios para colher a mesma producgdo, se a
quantidade fosse de apenas trés agricultores (na mesma proporgado)?

Solugdo: As grandezas envolvidas sdo: quantidade de agricultores e tempo (em
dias). Se aumentarmos a quantidade de agricultores a produc¢ao sera colhida em menos
tempo. Assim, sdao grandezas inversamente proporcionais e os produtos entre as

grandezas sao iguais. Denominando de x a quantidade de dias necessarios, temos

812 = x.3 = 96 = 3x = x = % = [x = 32 | Resposta: 32 dias.

290 exemplo: Jodao e Antonio ndo sabem quanto estd a cotagdo de preco da
arroba do algodd@o. Ao vender o algoddao para uma cooperativa, Jodo recebeu R$
78,00 por 15kg. Quanto Antonio devera receber pelo seu algoddao que pesa 20kg?

Solugao: As grandezas envolvidas sdo preco e peso. E claro que quanto maior for o
peso, maior serd o preco a se receber. Desse modo, sido grandezas diretamente
proporcionais e as divisOes entre as grandezas devem ser iguais. Denominando de x o
preco pretendido, encontramos

78 15 1560

?=%:>15x=78.20:>15x=1560 = x=—e = [x = 104]

Resposta: R$104,00.

302 exemplo: Um suinocultor fez alguns calculos e concluiu que a ragdo
disponivel daria para alimentar seus 28 porcos por 48 dias. Apds 12 dias ele
comprou mais 14 porcos. Quantos dias durardo a ragdo apds a compra?

Solugdo: As grandezas quantidade de porcos e tempo sdo inversamente
proporcionais. Ap6s 12 dias, a ragdo serd suficiente para alimentar os 28 porcos em 36
dias. No entanto, é preciso saber quantos dias serdo suficientes para alimentar os 42

porcos (28+14), uma vez, que adquiriu mais 14. Nesse contexto,

2836 = 42.x = 1008 = 42x = x = % = Resposta: 24 dias.
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2.2. Regra de Trés

Nessa segdo, vamos ver um dispositivo pratico, denominado regra de trés. Essa
regra nos ajuda ndo sé a resolver problemas com duas grandezas, como na segao
anterior (aqui denominada de regra de trés simples), como também problemas que
envolvam mais de duas grandezas diretamente e/ou inversamente proporcionais,
denominada de regra de trés composta.

2.2.1. Regra de trés simples

A regra de trés simples consiste em:

192 PASSO: Colocar em colunas (um dado embaixo do outro) as informagdes
sobre uma mesma grandeza, utilizando uma incégnita (uma letra) no lugar da
informacdo que estd sendo solicitada (ou que falta).

1° exemplo (ja resolvido anteriormente): Oito agricultores colhem toda a
producdo de uma fazenda em 12 dias. Quantos dias seriam necessarios para colher
a mesma producgdo, se a quantidade fosse de apenas trés agricultores (na mesma

proporgao)?
Solugao:
Quant. agric. Tempo(dias)
8 - > 12 (Lé-se: 8 agricultores esta para 12 dias)
3 —_—> X (Lé-se: 3 agricultores esta para x)

12
290 PASSO: Escrever a coluna onde estd o x em forma de fragao: 7 =
39 PASSO: Verificar se as grandezas envolvidas sdo diretamente ou
inversamente proporcionais. Se caso as drandezas forem diretamente
proporcionais, mantém-se as fragcbes exatamente como estdo, caso forem
inversamente proporcionais, inverte-se a fragdo que ndo contém a incégnita.

Analisando os dados vemos que: “quanto mais

. . N L. Atengio!!!E errado pensar: “...quantos mais
agricultores, menos dias serdao necessarios para agricultores mais  rapido colhe-se a

2

produgdo...” A expressdo ‘“mais rapido”
refere-se a grandeza velocidade e ndo ao
inversamente proporcionais. Assim, invertemos a tempo.

colher a produc¢ao”. Desse modo, sdo grandezas

fracdo que nao contém a incégnita.
12 96

3
~— =35 = 3x=128 = 3x=96 = x = = [x = 32dias ]

pa

20 exemplo (ja resolvido anteriormente): Jodo e Anténio ndo sabem
quanto estd a cotagcdo de preco da arroba do algoddo. Ao vender o algoddo para
uma cooperativa, Jodo recebeu R$ 78,00 por 15kg. Quanto Antbnio devera receber
pelo seu algoddao que pesa 20kg?

Solugdo: Vamos dispor em colunas as informag¢des, cada coluna com a sua
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respectiva grandeza (12 passo).

Preco (R$) Peso(kg)
78 — 15 (Lé-se: 78 esta para 15)
x —» 20 (Lé-se: x esta para 20)

78
22 passo: Pondo a coluna onde estad o x em forma de fracdo: — =
x

32 passo: Analisando as grandezas envolvidas vemos que: “Quanto mais pesado for o
produto maior o prec¢o a se receber”. Portanto, sdo grandezas diretamente proporcionais

e a fracao fica como esta.
78 15 1560

—=_— = 15x=78.20 = 15x=1560 = x = ——— =[x = R$ 104,00 |
x 20 15

3° exemplo (ja resolvido anteriormente): Um suinocultor fez alguns
calculos e concluiu que a ragdo disponivel daria para alimentar seus 28 porcos por
48 dias. Apds 12 dias ele comprou mais 14 porcos. Quantos dias durardo a ragao?
Solugao: A racgio sera suficiente para alimentar os 28 porcos em 36 dias (48-12). 0
que precisamos saber é quantos dias serdo suficientes para alimentar os 42 porcos

(284+14), uma vez que, adquiriu mais 14.

Quant. porcos Tempo
28 ——— » 36 (Lé-se: 28 esta para 36)
42 @ — > x (Lé-se: 42 esta para x)

As grandezas quantidade de porcos e tempo, sao inversamente proporcionais. Nesse

28
contexto, devemos inverter a fragao E

36 42 1008

4° exemplo: Uma torneira despeja 6 litros de dgua em 2 min. Sabendo que
em 2 horas, ela encheu um tanque. Qual a capacidade deste tanque?

Solugado: Observe inicialmente que o tempo ndo esta na mesma unidade de medida,
uma informag¢do esta em minutos e outra em horas (fique atento!). Como duas horas

equivale a 120 minutos, temos:

Capacidade (litros) Tempo (min)
6 —_ 2 (Lé-se: 6 litros estdo para 2 minutos)
x S 120 (Lé-se: x horas esta para 120 minutos)

Antes de montar as fra¢gdes, vamos analisar as grandezas: “Quanto maior o recipiente,

maior serd tempo necessario para enché-lo”. Logo, sdo grandezas diretamente

proporcionais.
6 2 720

Resposta: 360 litros.
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[ EXERCICIOS 2.1 I

1)Averigue se as grandezas x e y a seguir, sdo diretamente ou inversamente

proporcionais.

a)
x -1 6 12
b4 —48 8 4
b)
x —12 20 100
—48 80 400

2) Trés aspersores molham uma area de plantio de 5m2. Quantos aspersores
serdo necessarios para um terreno retangular que mede 30mx15m?

3)Um veiculo percorreu 25km com utilizando 2 litros de combustivel. Se a
capacidade do seu tanque de combustivel é de 45 litros, quantos quildmetros esse
veiculo ird percorrer com o tanque cheio?

4)Uma empresa A vende a saca de 50kg do arroz ao prego de R$ 35,00 e uma
empresa B vende a saca de 60kg desse mesmo produto, a R$ 43,00. Qual a empresa
vendo o produto mais barato?

5)A produgdo didria de uma fazenda era de 36 sacos de milho por tarefa quando
todos os agricultores contratados estdao trabalhando. Por questdes financeiras, foi
necessaria a reducdo de 1/3 desses agricultores. De quanto passou a ser a produgdo
diaria?

6)Uma cisterna é ligada a 8 mangueiras de irrigagdo de mesma vazdo,
escoando toda a dagua em 3 horas. Quantas mangueiras de mesma vazdo que a
anterior deverdo ser instaladas, para que toda a agua dessa cisterna seja escoada
em 2 horas?

7)Agricultores familiares de Pogo das Trincheiras, no Sertdao de Alagoas,
ultrapassaram a produtividade de milho obtida na regido em 2010, quando um
grupo de 16 produtores participou de um Concurso de Produtividade e o vencedor
atingiu a meta de 36 sacos de milho por tarefa.
Fonte: (SEAGRI, 2011)
a) Quantos sacos de milho foram colhidos em 5 tarefas por esse vencedor?
b)Supondo que uma tarefa equivale a uma area de 60mx60m, quantos
metros quadrados em média foram necessarios para esse vencedor encher 1 saco
de milho?
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8) Toda vez que se pretende realizar um tratamento fitossanitario com a
utilizacdo de produtos quimicos é necessario adotar técnicas que asseguram bons
resultados agrondmicos. A calibracdo do equipamento é determinante no sucesso

da aplicagao. Para calibrar um pulverizador costal manual, siga os passos:

10m

I- Demarque uma area 10mx10m (100m?).

II- Cologue uma guantidade de 4gua marcando o nivel.

III- Pulverize a area a uma velocidade confortavel e gue
seja sustentavel nas condigdes normais da area que sera
pulverizada, mantendo pressao de bombeamento constante.

IV- Reabastec¢a sempre com agua até a marca anterior e

guantas vezes forem necessarias, até a pulverizagao total da

area de 100m?. Verifigue o volume de agua necessario.
10m

Fonte e imagem: (AGROREPORTER, 2018)
Usando um pulverizador de 20 litros, um agricultor verificou que a agua
necessaria para pulverizar 100m?2 foi 3 litros.
a)Qual o volume de dgua necessario para pulverizar 1 ha?
b)Quantas vezes é preciso abastecer um pulverizador de 20 litros para
pulverizar 1 ha?
c) A dosagem recomendada de um produto quimico é de 2 litros por hectare.
Qual a dosagem a ser utilizada desse produto em cada reabastecimento do
pulverizador?

9)(ENEM)Para contratar trés maquinas que fardo o reparo devias rurais de um
municipio, a prefeitura elaborou um edital que, entre outras clausulas, previa:
e Cada empresa interessada sé pode cadastrar uma Unica maquina para
concorrer ao edital;
e O total de recursos destinados para contratar o conjunto das trés maquinas
é de R$ 31 000,00;
e O valor a ser pago a cada empresa sera inversamente proporcional a idade
de uso da maquina cadastrada pela empresa para o presente edital.
As trés empresas vencedoras do edital cadastraram maquinas com 2, 3 e 5
anos de idade de uso.
Quanto recebera a empresa que cadastrou a maquina com maior idade de uso?
a) R$ 3.100,00
b) R$ 6.000,00
c) R$ 6.200,00
d) R$ 15.000,00
e) R$ 15.500,00
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NOCOES ELEMENTARES

2.2.2. Regra de trés composta

Ea regra cujos passos sdo similares a regra de trés simples, onde invertemos
as fragdes correspondentes as grandezas inversamente proporcionais € mantemos
(sem inverter) as fragdes correspondentes as grandezas diretamente proporcionais.
Porém, essa regra é aplicada em problemas com mais de duas grandezas.

Nesse contexto, como a analise da proporcionalidade é feita somente entre
duas grandezas, é preciso fixar as demais, supondo que elas ndo variam (ou
supondo que ndao podem variar). E além disso, é preciso analisar sempre a grandeza
escolhida com a grandeza que pretende-se calcular (onde estd o x), e jamais
analisar duas grandezas entre si, se uma delas ndo for a pretendida (onde esta o
x). Por exemplo, se uma determinada questdo tem trés grandezas: distancia,
velocidade e tempo. Se a pergunta for sobre o tempo (onde estd o x), entdo deve-
se analisar a proporcionalidade da distdncia com o tempo, depois velocidade com o
tempo, e jamais distancia com velocidade.

Para demais detalhes, acompanhe os exemplos.

1° exemplo (classico): Se 3 gatos pegam 3 ratos em 3 minutos, entdo
quanto tempo é necessario para que 1 gato pegue 1 rato?

Solugdo: No primeiro momento podemos errar ao pensar que é 1 minuto. Vamos
aos calculos seguindo os passos.

12 passo: Iniciamos sempre fazendo o esquema abaixo, similar a regra de trés

simples.
Gatos Ratos Tempo (min)
3 - > 3 — > 3
1 - > 1 ——1

22 passo: Iniciar pela fracdo onde estd o x (essa nunca deve ser invertida)

acompanhada do simbolo de igual:

32 passo: Analisar a proporcionalidade entre as grandezas.

Supondo que a quantidade de ratos ndo varia, ao aumentarmos a quantidade de gatos,
diminui-se o tempo de captura. Portanto, sdo grandezas inversamente proporcionais e
inverte-se a fracao.

1

3
- = - ﬁ A fragdo referente a quantidade gatos foi invertida. ]
x 3

Supondo agora que a quantidade de gatos nao varia (suponha a mesma quantidade).
Ao aumentarmos o nimero de ratos, aumenta-se o tempo de captura. Dessa maneira, sdo

grandezas diretamente proporcionais e mantém-se a fracdo da forma como esta.
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3 = li ﬁ A fragdo referente a quantidade de ratos foi mantida. ] Pode-se analisar as grandezas em

X 31 qualquer ordem. Poderiamos ter
analisado a quantidade de ratos

42 passo: Resolver a equacdo. primeiro e em seguida a de gatos. O

3 3 3 resultado seria o mesmo.

- = 3 = T 1 = Resposta: 3 minutos.

20 exemplo: Cinco torneiras enchem um tanque de 4 mil litros em 1 dia.
Fechando duas torneiras, quanto tempo é necessario para encher o tanque pela
metade?

Solugado: Fechando duas torneiras ficam apenas 3 funcionando. Se a capacidade do
tanque é de 4mil litros, entdo para enché-lo pela metade é necessario 2 mil litros.

Torneiras Litros (mil) Dias
5 —» 4 —_—> 1
3 — 2 —  » X

Antes de montar as fracoes, vamos analisar as grandezas.

Supondo que a capacidade (litros) nao varie, ao aumentarmos a quantidade de
torneiras, o niumero de dias para encher o tanque deve diminuir. Portanto, “torneiras e
dias” sdo inversamente proporcionais.

Conjecturando agora que a quantidade de torneiras ndao varie, ao aumentarmos o
volume (a capacidade) do tanque, sera necessario um numero maior de dias para enché-

lo. Nesse interim, “litros e dias” sdo diretamente proporcionais. Segue a equagao

DIA HORAS
1 3 4 1 12 12 10 10 5 l1dia — 24 horas
x 52 x 10 TN TXTTHTFT 6l 56— x

.24

o lu

5
Mas, quanto é g dias, em horas? - X =
Resposta: 20 horas.

3° exemplo: 12 agricultores, trabalhando 4 horas por dia, colhem 120 sacos
de laranjas em 10 dias. Quantos dias serdo necessarios para que 8 agricultores,
trabalhando 8 horas por dia, consigam colher 80 sacos de laranjas?

Solugao:
Agricultores Horas p/ dia Sacos Dias
12 > 4 > 120 ————» 10
8 > 8 > 80 — — » «x
10 _
— =

Vamos analisar as grandezas quantidade de agricultores e dias. Supondo que as horas
por dia de trabalho ndo variam e a quantidade de sacos que se pretende colher é a mesma,
ao aumentarmos a quantidade de agricultores, o nimero de dias para colheita ira diminuir.

O que implica em grandezas inversamente proporcionais e a fragao fica invertida.
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10 _ 8
x  12°
Supondo agora que a quantidade de agricultores e sacos para colher nao varia, ao
aumentarmos o numero de horas por dia de trabalho, nimero de dias para a colheita

diminui. Portanto, sdo grandezas também inversamente proporcionais e a fracao fica

invertida.
10 8 8
x 12 ' 4°

Por fim, supondo que a quantidade de agricultores e as horas por dia de trabalho nao
variam, ao aumentarmos a quantidade de sacos de laranjas para colher, deve-se aumentar

a quantidade de dias. Isso posto, sdo grandezas diretamente proporcionais e a fragdo é

mantida.
10_ 8 8120 10 _7680 _ _ . .. 38400 =
— =57 an ® = 3ain = = = x=——>=[x = 5dias|
x  12'480 x 3840 * * = 7680 X Las

40 exemplo: Um fazendeiro possui ragdao suficiente para alimentar suas 16
vacas durante 62 dias. Apods 14 dias, ele vende 4 vacas. Passados mais 15 dias, ele

compra 9 vacas. Quantos dias, no total, durou sua reserva de ragao?
Fonte: (LIMA, CARVALHO, et al., 2006)

Solugado: Vamos calcular inicialmente quantos quilos de ragdo as 16 vacas comeram

nos 14 dias iniciais.

Quant. de vacas Dias Racao (kg)
16 —» 62 —m—» r
16 — 5 14 5 X
r 16
x 16

Analisando quantidade de dias e ragao: “Como a quantidade de vacas é a mesma, ao
aumentarmos a quantidade de ragao, o tempo (em dias de dura¢ao) sera maior (grandezas
diretamente proporcionais)”. Assim:

r 16 62 r 62 14r _7r

x_ 1614 © x_1a © 8=l = x=-7 = x=47

7r
As 16 vacas comeram E de r quilos de ragio inicial.

Como o fazendeiro vendeu 4 vacas, ficou entdo com 12 vacas, alimentando-as por 15

dias. Vamos calcular quanto de ragao essas 12 vacas comeram.

Quant. de vacas Dias Ragao (kg)
16 _—> 62 — r
12 —» 15 —  » x

Analisando agora quantidade de vacas e a ragdo: “Supondo que os dias ndo variam,

ao aumentarmos a quantidade de vacas, é preciso aumentar a quantidade de ragdo, para
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que o tempo (dias) seja o mesmo”. Isto é, sdo diretamente proporcionais. Como ja
analisamos que “dias” e “ragdo” sdo também diretamente proporcionais, dispomos de
r 16 62 r 992 r 248 r 248 45r

=5 ¥~ 2as

x 1215 ~ x 180  x 45 x

7r 45r
Observe que 16 vacas comeram 1 e 12 vacas 248"’ sobrou entao:

7r 45r 7688r — 248.7r — 31. 45r
= =

" T 317 248" 7688
7688r — 248. 7r —31. 45r |4557r
7688 " | 7688
45571
Basta agora, calcular quanto tempo que 12+9 = 21 vacas comerao a reserva e
de ragao.
Quant. de vacas Dias Racado (kg)
16 —» 62 —_—> T
21 ¥ 4557r
7688

Quanto maior a quantidade de vacas menos dias durara a ragao, inverte-se as fragdes.

Quanto maior a quantidade de ragdao mais dias durara, mantém-se as fragdes. Assim:

62 21 r 62 21 7688
— = — s 2 —=——.—
x 16 4557r x 16 4557
7688
62 161448 4520544

— = oary =————— =[x=28dias]
x = 72012 %7 1e1aag —lx=28dias

Portanto, o total de dias sera a soma: 14+15+28 = 57 dias.

Outra solugdo: Vamos trabalhar com o tempo que ainda resta da ragdo. Como o tempo
(dias) e a quantidade de vacas sao inversamente proporcionais, utilizaremos o coeficiente

de proporcionalidade inversa em cada situacao. Vejamos:

3
Apoés vender 4 vacas (ficando com 12), a quantidade passar a ser " do que era antes,
- 3 - 7 4 - ~
pois 3 16 = 12. Sendo assim, o tempo durara 3 (observe a inversao) do que era antes, ou

4
seja, 3" 48 = 64 dias.
Passados 15 dias, a ragdo da para alimentar as 12 vacas por, agora, 64 — 15 = 49 dias,

21
mas como adquiriu mais 9, ficando com 21, a proporg¢ao sera 2 da quantidade de vacas

21
que era antes, uma vez que 1z 12 = 21. Dessa forma, os dias deverao ser multiplicados

pela proporcgao inversa: 49.% = 28 dias.

Assim, o total de dias serd a soma: 14+15+28 = 57 dias.
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[ EXERCICIOS 2.2 I

1) Se 15 agricultores plantam 2000 sementes em 8 dias, quantos agricultores
serdo necessarios para plantar 5000 sementes em 10 dias?

2)Para pintar 20m de muro de 80cm de altura, foram gastas 5 latas de tinta.
Quantas latas serdao gastas para pintar 16m de muro de 60cm de altura?

3)Um bloco de concreto de 10m de comprimento, 2m de largura e 1 de altura,
pesa 1 tonelada. Calcule quanto pesard um bloco do mesmo material se as
dimensoes forem: 5m de comprimento, 6m de largura e 0,5m de altura.

4)Cinco bois consomem 1000m?2 de capim-elefante em 8 dias. Quantos metros
quadrados dessa capim serdo necessarios para 8 bois, durante 10 dias?

5)(PUCCAMP-SP) Operando 12 horas por dia, 20 maquinas produzem 6000
pecas em 6 dias. Com 4 horas a menos de trabalho didrio, 15 daquelas maquinas
produzirdao 4.000 pecgas em:

a) 8 dias b) 9 dias c) 9 dias e 6 horas. d) 8 dias e 12 horas.

6)(CEFET) Os desabamentos, em sua maioria, sdao causados por grande
acumulo de lixo nas encostas dos morros. Se 10 pessoas retiram 135 toneladas de
lixo em 9 dias, quantas toneladas serdo retiradas por 40 pessoas em 30 dias ?
a) 1500 toneladas
b) 1800 toneladas
c) 2000 toneladas
d) 2200 toneladas

7)Cinco colhedoras e 10 caminhdes, escoam a producdao de um plantio de soja
de 40 hectares em 5 dias. Quantas colhedoras serdo necessarias para escoar a
producdo de 80 hectares em 10 dias, com apenas 5 caminhdes?

8)20 maquinas, 10 operarios trabalhando 16 horas por dia, levam 6 dias para
fabricar 2500 unidades de um produto. Quantas maquinas serdo necessarias para
fabricar 7500 unidades desse produto, se 5 operarios trabalharem 20 horas por dia,
durante 12 dias?

9)Em uma determinada empresa, 10 impressoras de mesma capacidade
operacional sdo capazes de tirar 2200 cépias iguais em 6 horas diarias de
funcionamento ininterrupto. A empresa precisou aumentar a capacidade para 4000
cépias, porém 4 impressoras apresentaram problemas de funcionamento e
deixaram de operar. Para atingir a capacidade almejada, as impressoras que
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restaram precisam trabalhar quantas horas diarias?

10)O consumo de 12 despolpadoras de acgai iguais, operando 5 horas por dia,
durante 30 dias, € de 300 quilowatts. Utilizando apenas 9 dessas despolpadoras,
durante 4 horas por dia, de quanto serda o consumo no mesmo periodo de tempo?

11)Uma fazendeiro iniciou a colheita de 20 hectares de um plantio em sua
propriedade. Por experiéncia, ele sabe que suas quatro maquinas agricolas,
trabalhando 6 horas por dia, irdo terminar a colheita em 15 dias. Porém, quando
ainda restavam 8 hectares, uma das maquinas apresentou problemas e parou de
funcionar. Se o fazendeiro pretende concluir a colheita nos 6 dias que faltam, em
quantas horas por dia, devem trabalhar as maquinas restantes?

12)Para um terreno de 4 hectares foram contratados 50 agricultores e 20
ajudantes para cultivar e plantar 2000 sementes em 10 dias. Quantos agricultores
serdo necessarios para plantar e cultivar 1600 sementes em 2 hectares, se dispondo
apenas de 10 ajudantes e 8 dias?

13)14 profissionais e 6 aprendizes, trabalhando em 20 maquinas (cada
profissional ou aprendiz s6 trabalha em uma maquina), operando 8 horas por dia,
produzem em média 5000 pecas. Com a crise financeira, a empresa dispensou 4
profissionais e 2 aprendizes. Quantas horas por dia devem trabalhar esse novo
quadro de funcionarios para que a producgdo seja a mesma?

14)Um sistema de irrigagdo composto de uma cisterna de 500m3 de agua, esta
ligada a 3 bombas independentes e 20 aspersores. Todo o sistema possui
capacidade (agua) suficiente para irrigar uma plantagdo por 2 duas horas. Por
quanto tempo, um sistema composto de uma cisterna de 600m3 de agua, ligada a
4 bombas independentes e 10 aspersores, irdo irrigar essa mesma plantagao?

15) O ciclo completo de desenvolvimento de abelhas africanizadas (Apis
melifera) das crias de rainha, operaria e zangao, sdo respectivamente: 15, 20 e 24
dias. Tempo que vai desde o inicio (denominada de alvéolo) até a fase final de seu
desenvolvimento (denominado de pupa).

Fonte: (COUTO, 2006)

Um apicultor, para ndo perder tempo, sempre adquiri alvéolos de cada cria,
que ja conseguiram se desenvolver, para acompanhar o tempo de desenvolvimento
das outras. Exemplo: Ao final de 15 dias, ele adquiri novos alvéolos de rainha,
enquanto aguarda as outras se desenvolverem. Ao final de 20 dias, adquiri novos
alvéolos de operaria, enquanto aguarda as outras de desenvolverem, e assim,
sucessivamente. Qual o menor tempo necessario para que esse apicultor tenha
todas as crias desenvolvidas?
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2.3. Porcentagem

Porcentagem (ou percentagem) é uma razdo cujo denominador é 100. E
representado pelo simbolo % (por cento) e é amplamente utilizado em nosso
cotidiano. H& muitas informacdes (ou dados) que precisam deste simbolo, para se
ter uma ideia quantitativa, qualitativa e comparativa dessas informagcdes. Exemplos
de sua aplicagdo incluem medir a inflagdo, o indice de crescimento da economia do
pais, a taxa de analfabetismo, entre outros. Dai a sua importancia e aplicabilidade.

Toda porcentagem a ser calculada precisa de um referencial. Quando dizemos
que um determinado produto aumentou seu preco em Xx %, essa porcentagem
refere-se ao valor do aumento em relagdo ao seu preco inicial. Quando o indice de
natalidade infantil, por exemplo, aumenta ou diminui y% de um ano para o outro,
essa porcentagem tem como referencial os dados do ano anterior. Desse modo,
para calcular uma porcentagem, é necessario estabelecer um referencial, seja ele
o valor inicial, o dado anterior ou o valor total, e entdo aplicar a féormula
matematica:

_Valor desejado (acrescimo ou decréscimo)

i R Valor referencial (inicial) 2208,

Isso permite comparar e medir a variagcdo de uma grandeza em relagao a outra,
permitindo uma analise mais precisa e completa.

Exemplo: Considere que em uma populacdo de pés de lim&o, a cada 25 pés,

4 estdao acometidos por algum tipo de praga. 6% deses pomnlacs o pis de

Valor referencial: 25 (pés de lim&o analisados) liméo, estdo acometidos por algum

tipo de praga.

Valor desejado: 4 (pés com algum tipo de praga).

Val da jad 4
A 100 = —.100 = 0,16.100 = 16%.
Valor referencial 25

Outra solucdo: Montar uma regra de trés simples atribuindo aos 25 pés de
lim&o 100% e aos 4 pés acometidos como x:

Pés de limdo Porcentagem (%)
25 . 100
4 > %

100 25 400
—— = = 25x = 400 > x =—— =[x = 16%]
2° exemplo: Numa turma de 48 alunos, 30 sdao mulheres. Em relagdo ao total,
qual a porcentagem de homens e mulheres?
Solucgao:
Valor referencial: 48 (total de alunos).

Valor desejado: 30 (quantidade de mulheres).
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Valor desejado

30
.100 = .100 = 0,625.100 =|62,5% d Lh
Valor referencial 48" | /o de mu eres|

Como 62,5% sao mulheres de um total de 100%, temos que
100 — 62,5% = 37,5, ou seja, 37,5 % sao homens.
Outra forma de calcular a porcentagem de homens, é ver que na turma sao 48 — 30 =
18 homens. Dessa forma
18
i 0,375 (x100) = [37,5% sdo homens|.
Uma terceira forma de resolver é usar uma regra de trés simples para encontrar o

percentual de mulheres. Da seguinte maneira,

48 —» 100% 30
° = x= —=0,625x100 = |62,5% de mulheres|.

30— x 48

E fazer o mesmo para encontrar a porcentagem de homens.

Vamos utilizar esse exemplo, para mostrar a importancia de se estabelecer o
referencial da porcentagem. Se sdo 62,5% de mulheres e 37,5% de homens, entdo
sao (62,5% — 37,5%) 25% a mais de mulheres do que de homens, em relagdao ao
total (esse é o referencial). Agora, se sdo 12 mulheres a mais que homens, e
comparando com a quantidade de homens (mudou-se o referencial), passaremos a
ter

12
18— 0,666...(x 100) = 66,67 %.
66,67 % a mais de mulheres, em relagdo a quantidade de homens.

3° exemplo: Para calcular a porcentagem sobre qualquer valor, utilizamos a

multiplicacdo. Veja:
Use a regra de trés simples para resolver

a)30% de 700 — — 100 700 = 210. o s

b)17,8% de 100 = —1123 100 = 17.8.

€) 50% de 20% de 100 = 50% de 20% de 100 = 50% de 20 = 10.
20100 = 20 2220=10

4° exemplo: Uma loja vendia um certo produto a R$ 60,00. O dono resolveu
reajustar o pregco com um aumento de 12%. Quanto passou a custar o produto?
Solugdo: Para saber o valor do aumento é preciso calcular primeiro 12% de R$
60,00. Que é
12
100
Assim, 60 + 7,2 = 67,2 = Resposta: R$ 67,20.

Outra forma de calcular o aumento de uma porcentagem sobre um determinado valor

. 60 =7,2 (valor do aumento foi de R$ 7,20).

inicial, é transformar a porcentagem em decimal, acrescentar 1 (ja que 1 equivale a 100%),

e multiplicar o resultado pelo valor inicial. Veja:
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12% =0,12 = 140,12 = 1,12 (O nimero a ser multiplicado).
60.1,12 = R$ 67,20 (Resposta).

59 exemplo: Uma loja vendia um certo produto a R$ 54,00. O dono resolveu
conceder um desconto de 20% para pagamento a vista. Quanto passou a custar o
produto a vista?

Solugdo: Para saber o valor do desconto é preciso calcular primeiro 20% de R$
54,00. Que neste caso é

20

100" 54 = 10,8 (valor do desconto é de R$ 10,80).

Assim, 54 - 10,8 = 43,2 = Resposta: R$ 43,20.

Outra forma de calcular o desconto de uma porcentagem, sobre um determinado
valor inicial, consiste em transformar a porcentagem em decimal, subtrair esse valor de 1
(ja que 1 equivale a 100%) e multiplicar o resultado pelo valor inicial. Observe:

20% =0,2 =1 -0,2 = 0,8 (O numero a ser multiplicado).

54.0,8 = R$ 43,20 (Resposta).

6° exemplo: Uma fazenda na safra anterior tinha uma produgdo média de
450 melancias. Com o aumento da area de plantio, essa produgdo passou para 540
melancias. Qual o percentual de aumento?
Solugado: O valor do aumento foi de 540 — 450 = 90. Como queremos o percentual
do aumento em relacdo ao valor inicial, temos
90
250 0,2 (x100) = 20%. Resposta: O percentual de aumento foi de 20%.
Outra forma de resolver utilizando a regra de trés simples é a seguinte,
450 — 100% 9000

= 450x =9000 =2x= ——=20 = 20%.
90 —» x 450

AN SAIBA MAIS!

Porcentagem e pontos percentuais sio parimetros diferentes. Como exemplo, suponha que a taxa de juros
de uma operagdo financeira sofreu um aumento de 10% para 11%. Houve neste caso, um aumento de 1 ponto
percentual e ndo de 1%. Pois, quem empresta R§ 100,00, por exemplo, deixard de pagar juros a R$ 10,00 para

pagar juros a R§ 11,00, um aumento de:
11-10

o = O1(xt00) = 10 % (e ndo 1%).

4

7° exemplo: Devido a crise financeira, uma empresa de produtos agricolas

resolveu aumentar os precos de todos os seus produtos em 20%? Apds alguns
meses resolveu baixar todos os pregos ao valor inicial. Para isso foi preciso aplicar
um percentual de desconto de quantos por cento? 20%?

Solugdo: Vamos supor que o preco de um produto custava x. Apés o aumento, o
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novo prec¢o passou a ser x. (1 + 0,2) = 1,2 x (novo pre¢o). Para voltar ao preco antigo,
devemos aplicar um desconto y, ou seja, 1,2x. (1 —y).

Como a intengdao da empresa € voltar ao preco inicial x, temos

12x.(1—y)=x = 1—y = 12x
1
1—y = y=—-——+1=

1,2 1,2

y = —0,8333..+ 1 = 0,1666... = |y =16,67%|

Outra forma de resolver problemas como esse, é atribuindo um valor hipotético para
o valor inicial. Vamos atribuir um valor de R$ 100 para o preco inicial. Aumentando 20%
de 100, temos 120. Agora vamos diminuir o pre¢o com um percentual y de forma que o

valor volte ao preco inicial (100). Da seguinte forma

100
120(1-y) =100 = 1 — y=--0=08333.. =y =0,166.. = [y =16,67%]

8° exemplo: Os adubos e fertilizantes devem fornecer os chamados
macronutrientes, porque s3do necessarios em maiores quantidades, e os
micronutrientes, porque sdo necessarios em menores quantidades. Os principais
macronutrientes sdo: nitrogénio (N); fésforo (P) e potassio (K). O adubo mineral
NPK 4-14-8, por exemplo, fornece 4% de nitrogénio, 14% de fésforo e 8% de
potdassio, enquanto que a formulacdo 4-30-16 possui 4% de nitrogénio, 30% de
féosforo e 16% de potassio.

Fonte: (AMARO, 2019)

a)Quantos quilos de cada um dos principais macronutrientes hd em 200kg de
um adubo NPK, cuja formulagdo é 4-30-167

Solugao:

4

100

30

Too' 200 = 60kg de Fésforo;

16

——. 200 = 32kg de Potassio.
100

. 200 = 8kg de Nitrogénio;

b)Uma fabrica tem a sua disposicdo 42kg de fosforo e os demais nutrientes a
vontade. Quantos quilos de adubo NPK 4-14-8 s3o possiveis fabricar?
Solugao:
14 4200
Too X =42 = 14x=4200 = x= —— =[x = 300kg]
c)Quantos quilos de cada um dos principais macronutrientes é preciso adicionar
ou retirar, em 80kg de um adubo NPK 10-15-15 para que ele se torne NPK 20-10-
207
Uma solucgao:
e 10% de 80kg é 8kg e 20% de 80kg & 16kg, logo é preciso adicionar 8kg
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de Nitrogénio (N).

e 15% de 80kg é 12kg e 10% de 80kg é 8kg, logo é preciso retirar 4kg de
Fésforo (P).

e 15% de 80kg é 12kg e 20% de 80kg é 16kg, logo é preciso adicionar 4kg
de Potassio(K)

A solucdo esta errada! O erro encontra-se no referencial da porcentagem.
Porque 80kg de adubo NPK 10-15-15 possui 8kg de nitrogénio (veja os calculos
anteriores) e ao adicionar 8kg de nitrogénio, ndo sé o peso do nitrogénio aumenta
(8+8 = 16kg) como também o peso total do adubo (80 + 8 = 88kg ), que é o
referencial. Dessa forma, ao adicionar 8kg, a porcentagem de Nitrogénio no adubo
passa a ser de

818 = 16 =0,1818 = 18,18% (e ndo 20%).
80+8 88
O mesmo ocorre com o acréscimo ou decréscimo dos demais macronutrientes.

Solugdo correta: Denominaremos N, P e K, os pesos a serem adicionados ou
retirados de nitrogénio, fésforo e potassio, respectivamente, do peso total: 80+N+P+K.
Como ha inicialmente 8kg de nitrogénio e a nova reformulagao é de 20%, temos
8+ N 20 8+ N
B0+N+P+K 100 B80+N+P+K
Como ha inicialmente 12kg de fésforo e a nova reformulagdo é de 10%, temos

2+ P 10 1z+p ! [B0+N+P+K=120+ 10P] (2)
—_—mm m m Y e_ e ——— = —— = = .
80+N+P+K 100 80+N+P+K 10

E com 12kg de potassio inicialmente e uma a nova reformulacao de 20%, temos

fz+ K 20 L2+ K ! [BO+ N+ P+K=60+5K| (3)
—_— e sy — == = .
80+N+P+K 100 80+N+P+K 5

Igualando (1) e (3), obtemos

40 + 5N = 60 + 5K = [N = 4 + K| (4).
Igualando (2) e (3), obtemos

1
g=.|80+1V+P+K=4-0+51v| D).

K
120 + 10P = 60 + 5K = P=5

—6/|(5).

Substituindo (4) e (5) em (3), encontramos

K 36
80+N+P+K=60+5K280+4+K+§—6+K=60+5K:K=?.
Substituindo o valor de Kem (4) e (5), dispomos de
Nedt+KoN=4+2n=25cp_K_ op_18_ ¢ |p__12

= =N = — =>|N=— =——6>P=——6 =|P=—+|
5 51 °7 72 5 5

Resposta: Para que um adubo NPK 10-15-15 se torne NPK 20-10-20, é preciso
56 36 12
adicionar? kg de nitrogénio, adicionar? kg de potassio e retirar ?kg de fésforo. E o

novo peso do adubo, sera: 80+N+P+K=80+5?6+ﬁ— £=96kg.

5 5
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| EXERCICIOS 2.3 [|

1)Setor mais competitivo da economia nacional, o agronegdcio representa hoje
20% do PIB. Sem ele, a balanga comercial brasileira sofreria um baque: 41% das
exportagdes vém do campo, cuja expansdo dependera fortemente da produtividade
nos proximos anos.
Fonte: (PRATES, 2014)
a)Qual o percentual das exportagdes que ndo vém do campo?
b)Em que valores, em reais, correspondem ao agronegdcio, se o PIB
brasileiro gira em torno de 7 trilhdes de reais?

2)0Os dados a seguir referem-se ao sistema de preparo no solo e suas técnicas
de plantio no Brasil. Qual o percentual referente ao cultivo convencional?

Sistema de preparo no solo

Plantio direto na palha
19%

Cultivo convencional

Cultivo minimo

Fonte: Censo Agro 2017 IBGE

Fonte: Ministério da Agricultura, Pecuéria e Abastecimento (Mapa), Embrapa Solos, Federacao Brasileira de Plantio
Direto e Irrigacao

3) O grafico a seguir representa a estimativa média da composicdo percentual
dos gastos na producgdo agricola do Brasil, 2005/2006.
Qual o percentual referente aos fertilizantes?

W Ragoes

= Maquinas

m Fertilizantes
Sementes

W Defensivos
agricolas

Fonte adaptada: (MENDES e JUNIOR, 2007)

4)O precgo da caixa de 20kg da banana prata que custava R$ 20,00, teve seu
precgo reajustado para R$ 22,00.
a)Qual o percentual do acréscimo?
b)Se a caso fosse necessario reajustar novamente ao preco inicial (retornar
aos R$ 20,00), qual seria o percentual de desconto?
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c)Suponha que ao invés de aumentar o prego, o dono resolvesse diminuir o
peso da caixa para 18kg, porém mantendo o prego de R$ 20,00. Qual seria o
percentual do aumento do prego?

5)Um fazendeiro fez duas propostas a seus funcionarios:
13) Aumentar o preco da diaria de 8 horas em 40%;
23) Reduzir o tempo da diaria de 8 horas para 7 horas, porém mantendo o
mesmo prego a ser pago.
Em relagdo ao preco da hora trabalhada, qual proposta é mais vantajosa para
o funcionario?

6)Apenas 8% dos 1250 alunos de uma escola gostam de Matematica. Sabendo
que apenas 99% dos alunos que gostam de matematica e 10% dos alunos que ndo
gostam de Matematica, passaram num exame. Quantos alunos passaram e quantos
alunos ndo passaram neste exame?

7) O Brasil devera produzir 53,4 milhdes de sacas de café em 2019, uma queda
de 10,8% ante o recorde de 2018, projetou nesta quinta-feira o IBGE, a medida
que o ciclo de producgdo tende a ser de baixa para o arabica, a variedade mais
cultivada no pais.

Fonte: (REUTERS, 2019)
a) Qual foi a produgdo de sacas de café no Brasil em 20187

b) Supondo que em 2020 haverda uma nova queda de 9,2% em relagdo a
2019, o percentual de queda de 2020 em relacdo a 2018 serda de 20%
(10,8%+9,2%)? Justifique sua resposta.

8)A producdo média de uma arvore era de 50 frutas por pé, quando sofreu um
decréscimo de 20% e em seguida um aumento de 20%. Qual a produgdo atual?

9)Afetados por pragas, um certo cultivo de uma fruta teve 25% de perdas
parciais, sendo que 4% dessas perdas tiveram seu frutos aproveitados. Qual o
percentual de perda real?

10)Na safra e comercializagdo de abacaxis é possivel ver muitas promocgdes.
Marque a situagdo em que ha um maior percentual de desconto no precgo.
a) O precgo unitario R$ 3,00 ou 4 unidades por R$ 10,00.
b) Na compra de 4 unidades de 1,5kg ganha um abacaxi pequeno de 1kg.
c) Leve 10 e pague 8.
d) A cada R$ 10,00 em compras, ganhe R$ 1,00 de desconto.
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11)Um agricultor possui uma area de plantio retangular de x metros de

comprimento por y metros de largura. Ele pretende ampliar essa area em 69%.
Para isso é preciso:

a) Aumentar em 30% o comprimento e em 39% a largura.

b) Aumentar em 69% o comprimento e em 69% a largura.

c) Aumentar em 40% o comprimento e em 29% a largura.

d) Aumentar em 30% o comprimento e em 30% a largura.

e) Diminuir em 32% o comprimento e aumentar em 32% a largura.

12)O conceito de matéria seca (MS) é simplesmente: a massa do produto
subtraida da massa de adgua. Todos os alimentos até os mais secos (como: fenos e
cereais) possuem algum percentual de dgua em sua composicdo. Existem algumas
metodologias-padrdo para mensurar a matéria seca. Em laboratério, coloca-se o
alimento em estufa a temperatura de 55° C por 72 horas. Em seguida, a 105° C,
por 12 horas, retirando-se praticamente 100% da agua presente na amostra. Ha
outros meétodos de calculo, porém, a equagdo €é sempre a mesma,
independentemente do método:

Massa inicial—Massa final

MS% = — ).100%
Massa inicial

Fonte: (BRITO, 2017)

a)Qual o percentual de MS de um alimento com massa inicial de 180 g e
massa final de 100g?

b)A MS de um alimento estimado em laboratério foi de 45%, sabendo que a
massa inicial do alimento foi de 400g, qual foi a massa final encontrada?

c) Em um teste de laboratério, um aluno erroneamente dividiu a massa final
pela massa inicial de um alimento e multiplicou o resultado por 100%, encontrando
38%. Qual o percentual de matéria seca correta desse experimento?

13)Dentre todas as tecnologias e estratégias criadas para aumentar o
desempenho dos animais, nenhuma é tdo eficaz e importante quanto o consumo de
matéria seca digestivel. Um bezerro pesando 150kg em jejum, consome em torno
de 2,7% do peso vivo em matéria seca por dia. J& um animal erado, com 500 kg
em jejum, consome aproximadamente 2,25% do peso vivo em matéria seca por
dia.

Fonte: (BRITO, 2017)

Calcule o consumo diario de matéria seca por dia do bezerro e de um erado,
cujos pesos estdao especificados no texto.

14) A densidade de semeadura da soja é um dos fatores primordiais para

atingir altas produtividades e a rentabilidade desejada. A formula a seguir calcula a
taxa de semeadura a partir do niumero de plantas e o poder germinativo das
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sementes:

Px100 Onde: N é o nimero de sementes por metro, P o nimero de plantas
- G por metro linear e G a poder de germinagao das sementes (em %).

Fonte: (MENDES, 2019)

Considerando um numero de 10 plantas por metro linear, calcule:

a)O numero de sementes por metro que deve ser utilizado para um poder
de germinacgao de 80%;

b)O poder de germinacgao (em percentual) das sementes utilizadas para que
o numero de sementes por metro seja igual a 14.

15)Entende-se por carcaga o bovino abatido, sangrado, esfolado, eviscerado,
desprovido de cabega, patas, rabada, glandula mamaria (na fémea), verga, exceto
suas raizes, e testiculos (no macho). O rendimento de carcacga é calculado dividindo-
se o peso da carcaga pelo peso vivo do animal. Multiplicando-se o resultado dessa
divisdo por 100, teremos o rendimento expresso em porcentagem.
Fonte adaptada: (BEEFPOINT, 2002)
a)Qual o rendimento de carcaga de um boi vivo de 480 kg cuja carcaga pesa
260 kg?
b)Ao calcular o rendimento de uma carcaga um aluno erroneamente
inverteu, dividiu o peso vivo do animal pelo peso da carcaga, encontrando o
resultado 2,083333...Qual o valor correto do rendimento dessa carcaga?
c) Suponha que um animal tinha rendimento de carcaca de 53% e apds uma
alimentagd@o adequada, teve seu peso vivo aumentado em 5% e o peso da carcaga
em 10%. Qual o valor do novo rendimento de carcaga desse animal?

Texto para as questoes 16, 17 e 18: Os ingredientes principais dos
fertilizantes agricolas sdo nitrogénio, fésforo e potassio (os dois ultimos sob a forma
dos oxidos P,0s5 e K,0, respectivamente). As percentagens das trés substancias
estdo geralmente presentes nos rétulos dos fertilizantes, sempre na ordem acima.
Assim, um fertilizante que tem em seu rétulo a indicagdo 10—20—20 possui, em sua
composicdo, 10% de nitrogénio, 20% de 6xido de fésforo e 20% de 6xido de
potassio.

Fonte adaptada: ENADE-AGRONOMIA-2007

16)Misturando-se 50 kg de um fertilizante 10—-20—10 com 50 kg de um

fertilizante 20—10—10, obtém-se um fertilizante cuja composigao é

a)7,5-7,5-5.
b)15-15-10.
c)30-30-20.
d)10-10-10.
e)20-20-15.
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17)Quantos quilos tem cada um dos ingredientes de um adubo NPK 04-30-16
em uma formulagdao de 300kg?

18)Uma empresa tem disponiveis a venda as seguintes formulagdes de adubo
NPK em sacas de 50kg:

04-14-18 25-10-10
10-10-10 16-16-16
05-20-10 20-10-10

16-10-10 04-20-20

a) Um funcionario dessa empresa antes de colocar o adubo nas embalagens,
misturou acidentalmente, 50kg do adubo NPK 16-10-10 com 40kg do adubo NPK
25-10-10. Qual a formulagcao NPK resultante dessa mistura?

b) Um agricultor precisa de um adubo NPK 10-15-15, para isso ele precisa
comprar dessa empresa e misturar duas sacas de formulagdes diferentes. Quais sao
essas duas formulagdes e qual a melhor estratégia para encontra-las?

c)Um cliente precisa de adubo NPK 8-12-24, cuja formulagdo nao esta
disponivel para a venda na tabela. Para atender esse cliente, um funcionario decidiu
alterar os pesos de cada nutriente (NPK) da formulagdo 10-10-10 antes da mistura.
Quantos quilos esse funcionario deve adicionar ou retirar de cada nutriente para
que o cliente seja atendido?

19)Em meio a todo o esforgo para manter a plantagdo saudavel e produtiva,

as pragas surgem como um pesadelo na rotina dos agricultores. Silenciosas no

comego, chegam sem despertar suspeita, e quando o produtor nota a presenga,

muitas vezes, ja se espalharam pela plantagdo. Um agricultor relatou que chegou a
perder 30% da lavoura de 50 hectares de banana nanica e prata.

Fonte: (AGROPOS, 2018)

a)Se esse agricultor, mesmo com as perdas de 30%, chegou a colher 2100kg

de banana nanica e prata, quanto deveria ter colhido sem as perdas?

b)Pretendendo manter o faturamento bruto por hectare (suprir as perdas),
que percentual esse agricultor deve elevar o prego de venda do fruto?

c)Numa amostra de cachos recolhidas, 70% dos cachos estavam bons e 12
apresentavam ma formacgdo. Quantos cachos havia nessa amostra?

d) Qual o Unico exemplo abaixo que retrata de forma similar e proporcional,
o mesmo percentual de perda da lavoura por esse agricultor:

19 exemplo: A cada 5 cachos de banana colhidos, 2 cachos perdidos.

20 exemplo: A cada 10 cachos de banana colhidos, 3 cachos perdidos.

30 exemplo: A cada 50 cachos de banana colhidos, 20 cachos perdidos.

40 exemplo: A cada 5 hectares colhidos, 3 perdidos.

50 exemplo: A cada 10 hectares colhidos, 4 perdidos.
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20)(ENEM) Um produtor de milho utiliza uma area de 160 hectares para as
suas atividades agricolas. Essa area é dividida em duas partes: uma de 40 hectares,
com maior produtividade, e outra, de 120 hectares, com menor produtividade. A
produtividade é dada pela razdo entre a producdo, em tonelada, e a area cultivada.
Sabe-se que a area de 40 hectares tem produtividade igual a 2,5 vezes a
da outra. Esse fazendeiro pretende aumentar sua produgao total em
15%, aumentando o tamanho da sua propriedade. Para tanto, pretende comprar
uma parte de uma fazenda vizinha, que possui a mesma produtividade da parte de
120 hectares de suas terras. Qual é a area minima, em hectare, que o produtor
precisara comprar?
a)36.
b)33.
c)27.
d)24.
e)21.

21)(ENADE-AGRONOMIA-2007) Para o cultivo de mamona em uma
determinada regido foi recomendada uma adubacdo de cobertura de 45 kg.ha™! de

N. Os fertilizantes disponiveis na regido sdo apresentados na tabela abaixo.

Fertilizante % de N R$ / tonelada
Sulfato de aménio 20 500,00
Uréia 45 900,00
Nitrato de Amonio 33 900,00

Disponivel em http://www.fnp.com.br (Adaptado)

Considerando a maxima economicidade no uso dos nutrientes (menor prego
por kg de N) e sabendo que ndo hda impedimento técnico para uso dos produtos
relacionados, qual a quantidade e que tipo de fertilizante deve ser aplicado por
hectare?

a)45 kg de uréia.

b)100 kg de uréia.

c)130 kg de sulfato de amoénio.
d)136 kg de nitrato de amoénio.
e)225 kg de sulfato de amdnio.

22)(ENEM) Um produtor de maracuja usa uma caixa-d’agua, com volume V,
para alimentar o sistema de irrigagdo de seu pomar. O sistema capta dgua através
de um furo no fundo da caixa a uma vazao constante. Com a caixa-d’agua cheia, o
sistema foi acionado as 7 h da manha de segunda-feira. As 13 h do mesmo dia,
verificou-se que ja haviam sido usados 15% do volume da agua existente na caixa.
Um dispositivo eletronico interrompe o funcionamento do sistema quando o volume
restante na caixa é de 5% do volume total, para reabastecimento.
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Supondo que o sistema funcione sem falhas, a que horas o dispositivo
eletrénico interrompera o funcionamento?
a) As 15 h de segunda-feira.
b) As 11 h de terca-feira.
c) As 14 h de terga-feira.
d) As 4 h de quarta-feira.
e) As 21 h de terca-feira.

23)(ENEM)Um agricultor vive da plantacao de morangos que sdo vendidos para
uma cooperativa. A cooperativa faz um contrato de compra e venda no qual o
produtor informa a area plantada.

Para permitir o crescimento adequado das ——
plantas, as mudas de morango sao plantadas no
centro de uma &rea retangular, de 10 cm por 20
cm, como mostra a figura. Atualmente, sua

20 cm
20 cm

plantagdao de morangos ocupa area de 10.000m?2,
mas a cooperativa quer que ele aumente sua

producdo. Para isso, o agricultor devera aumentar
a area plantada em 20%, mantendo o mesmo
padrao de plantio.

10 cm 10 cm

O aumento (em unidade) no nimero de mudas de morango em sua plantagao
deve ser de
a) 10 000. b) 60 000. c) 100 000. d) 500 000. e) 600 000.

24)(ENEM) Um torrefador comprou uma saca de 60 kg de café especial cru
(antes de torrar) por R$ 400,00. Devido a perda de umidade durante o processo de
torrefagdo, sdo perdidos 10 kg de café por saca.

O torrefador ird vender o café torrado em embalagens de um quilograma e tem
por objetivo obter um lucro de 200%, em relagdo ao valor pago, por unidade
vendida.

Que preco de venda, por unidade, este torrefador devera estabelecer para atingir o
seu objetivo?
a) R$ 32,00 b) R$ 24,00 <c) R$ 20,00 d) R$ 16,00 e) R$ 8,00

25)(ENEM) A baixa procura por carne bovina e o aumento de oferta de animais
para abate fizeram com que o prego da arroba do boi apresentasse queda para o
consumidor. No ano de 2012, o prego da arroba do boi caiu de R$ 100,00 para R$
93,00.

Disponivel em: www.diariodemarilia.com.br. Acesso em: 14 ago. 2012
Com o mesmo valor destinado a aquisicdo de carne, termos de perda ou ganho,

o consumidor
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a) ganhou 6,5% em poder aquisitivo de carne.
b) ganhou 7% em poder aquisitivo de carne.
c) ganhou 7,5% em poder aquisitivo de carne.
d) perdeu 7% em poder aquisitivo de carne.
e) perdeu 7,5% em poder aquisitivo de carne.

26)(ENEM) O Brasil € um pais com uma vantagem econdmica clara no terreno
dos recursos naturais, dispondo de uma das maiores areas com vocagdo agricola
do mundo. Especialistas calculam que, dos 853 milhGes de hectares do pais, as
cidades, as reservas indigenas e as areas de preservacgdo, incluindo florestas e
mananciais, cubram por volta de 470 milhdes de hectares. Aproximadamente 280
milhdes se destinam a agropecuaria, 200 milhdes para pastagens e 80 milhdes para
a agricultura, somadas as lavouras anuais e as perenes, como o café e a fruticultura.

FORTES, G. Recuperagdo de pastagens ¢ alternativa para ampliar cultivos.
Folha de S. Paulo, 30 out. 2011.

De acordo com os dados apresentados, o percentual correspondente a area
utilizada para agricultura em relacdo a area do territério brasileiro é mais préoximo
de

a) 32,8%. b) 28,6%. c) 10,7%. d) 9,4%. e) 8,0%
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3. PROGRESSOES E JUROS

Nessa unidade estudaremos as sequéncias em forma de progressoes
aritméticas e geométricas. Essas progressdes podem estar presentes em
fendmenos peridodicos, como safra e entressafra em producdes agricolas, eventos
esportivos, aplicagdes de juros em empréstimos, etc. Além de servirem como base
para estudos de caracterizacdo de fungbes, como as funcgdes afim, quadratica,

exponencial e logaritmica.

3.1. Progressao aritmética (P.A)

Definicdo 3.1.1: Denominamos de sequéncia ou sucessdo, um conjunto de
elementos dispostos em uma certa ordem ou padrao.

Exemplos:
e Nomes de pessoas em ordem alfabética: (Adilson, Augusto, Beatriz,

Carlos,...);
e Anos em que foram realizadas as copas do mundo de futebol: (2002, 2006,

2010, 2014,...);
e As doses de um nutriente aplicados em um experimento de adubacao: (O,

30, 60, 90, ...).

Cada elemento de uma sequéncia é chamado de termo, em que o primeiro
termo é o a,, o segundo termo a,, o terceiro a; e assim por diante, o ultimo termo

ou o n-enésimo termo é o a,,.

(ai,a,,a3,04,a5, ... ,0,)

Uma sequéncia pode ser classificada em:

Finita: Representada pelas reticéncias entre o a, e o a,, ou sem as reticéncias:
e (4,5,6,...,99)
e (12, ...,107, 110)
e (2,4,6,8)

Infinita: Representada pelas reticéncias antes do a; e/ou depois do a,:



e« (4,5,6,99...)
e (...12,107, 110)
e (..,-1,0,1,2,..)

Definicdao 3.1.2: Denominamos de progressao aritmética (P.A), uma
sequéncia em que a diferenca entre um termo (a partir do 2°) e o antecedente é
sempre constante. E a essa constante denominamos de razao (r).

r =QAup4q — Ay A razdo de uma P.A € a diferenga do termo posterior pelo termo anterior.

Exemplos de P.A:
e (2,4,6,8,...) >r=4-2 =2 (todas as diferencas: 4-2, 6-4 e 8-6 sao iguais).
e (100, 95, 90, ...) = r=95-100 = -5 (todas as diferencas sao iguais).
e (-13,-17,-21, ..)=r = -17-(-13) =-17 +13 = -4.
e (-49, -40, -31, ..)=r =-40-(-49) =-40 +49 =9.

Exemplos de sequéncias que ndo sao progressoes aritméticas:
e (7,70, 700...), ndo € uma P.A, pois 70 - 7 #+= 700 - 70. Para que seja P.A
é preciso que todas as diferencas entre um termo e o anterior sejam iguais.
e (-2, -4, -8...), ndo é uma P.A, pois -4 - (-2) ¥ -8 —(-4).

3.1.1. Classificacao das progressodes aritméticas

Dizemos que uma P.A é:

e Crescente, quando o termo posterior d,,41 € maior que o anterior a,,. Isso
acontece quando r > O; (reciproca verdadeira).

e Decrescente, quando o termo posterior ,,1 € menor que o anterior a,,.
Isso ocorre quando r <0; (reciproca verdadeira).

e Constante, quando todos os termos sdo iguais. Isto €, quando r=0.
(reciproca também verdadeira).

Exemplos:

e (5,9,13,...) >r=9-5=4 (> 0, positivo) , entdo P.A crescente.

Veja que os termos crescem da esquerda para direita.

e (26, 23, 20, ...) >r =20 - 23 = -3 (< 0, negativo), entdo P.A decrescente.

Perceba que os termos decrescem da esquerda para direita.

o (viey=7,-7,-7;.0:) > 1r=-7-(-7)=-7+7 =0, entédo P.A constante.

Observe que todos os termos sdo iguais.

Exemplo: Qual(is) da(s) sequéncia(s) a seguir é uma P.A?
a)(-6, -9, -12, -16)
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b)(...-1, 10, -19, ...)
c) (5, 50, 500, ...)
d)(5, 10, 15, ...)
e)(5,5,5,50,5,5,5)
Solugao:
- No item a, todos os decréscimos ocorrem de -3 em -3, com exce¢do de -16 — (-12)
= —4. Portanto, ndo é uma P.A.
-Noitem b, do -1 ao 10 aumentou 11. Mas, diminuiu do 10 para o -19. Nao é uma P.A.
- No item ¢, do 5 para o 50 aumentou 45 e do 50 para o 500 aumentou 450. Como nao
aumentou a uma mesma constante, nio é uma P.A.
- A sequéncia do item d é uma P.A, pois todas as diferencas sao iguais a 5.
- Por fim, no item e, ha um aumento do 5 para o 50, ndo ocorrendo do 50 para o 5. Nao

é uma P.A.

3.1.2. Construcdo de progressoes aritméticas

Para se construir uma P.A, é necessario e suficiente que tenhamos apenas duas
informagdes: um termo qualquer da progressdao e a sua razdo. Para encontrar
termos a esquerda de um elemento, subtraimos esse elemento pela razao, para
encontrar termos a direita, somamos o elemento com a razdo. Faz-se essa operagado
sucessivamente para construir a P.A.

Exemplo: Construgdo de uma P.A com um termo 4 e razao 2.

t.... 4, ...)=24-2 =2=(...2,4,...) > 2-2=0= (... 0, 2, 4, ...) = para
encontrar os elementos a esquerda subtrai-se sucessivamente os elementos pela razao.

t.... 4, ..)=>4+2 =6=(..4,6,...) > 6+2 =8 = (... 4, 6, 8,...) = para
encontrar os elementos a direita soma-se sucessivamente os elementos com a razao.

APAé:(..,0,2,4,6,8,..). Crescente, pois a razao utilizada é 2 (> 0).

20 exemplo: Com um termo -7 e razao -3.

A esquerda de -7, temos: (...,-7 , ...) = -7 — (-3) = -4 =
(...74,-7,...) = -4-(-3)=-1=(... -1, -4, -7,...).
A direita de -7, encontramos: (..., -7, ...) = -7 + (-3) = -10 = (...-7, -10, ...) =

-10+(-3) = -13 > (... -7, -10, -13,...).
APAé: (...,-1, -4, -7, -10, -13,...). Decrescente, pois a razao é -3 (< 0).

39 exemplo: Qual o nimero ausente na sequéncia, sabendo que é uma P.A?
a) (12, 33,__) = Resposta: 44.

b) (__,-13, -10) = Resposta: -16.

c) (12, , 26) = Resposta: 19,pois19-12=7e 26-19 =7.
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| EXERCICIOS 3.1 |

1)Classifique somente as sequéncias que sdo progressdes aritméticas.

d) G111, =112, <1130 f) (7,17, 27,...)
b) (...100, 50, 0,...) g) (20,20,20...)
c) (9,99,999,...) 1 509
h ,—= — --.)
d) (-1,-8,-15,...) 44" 4
e) (112, 242, 372,...) i) (-75, 0, 75, 100...)

2)Complete os espagos em com um elemento pertencente a P.A.

a) ( ,0,5) d) (-88, , -88)
b) (3,8, ) 1 3
¢) (50, ,100) G — 3P

3)Construa uma P.A de 5 elementos em que:

a) a; =3 earazaor = 5; Cc) as -115 earazaor = 15;

b) a; = 25 e arazaor = -5; d) a, = -33earazaor = -13.

3.1.3. Formula do termo geral de uma P.A

Pela definicdo 3.1.2, toda progressdo aritmética pode ser escrita como: (a; ,

a, +r,ay +r+r,ay +r+r+r,..)=>(@,a, +r,ay +2r,a, + 3r,...), ou seja:

a, = a; +r

as = a

3 1+5T
B3—1

a, =a;+ 3 r o a, =a; +(n-—1).r
474

a, =a;+Mm—1.r

Essa formula é comumente utilizada, pois na maioria das vezes temos o

primeiro elemento (a,). E se caso o primeiro elemento nao for dado?

Sea, = a;+(n—1.r =[a, = a,—(n—1.r] ().
Se um termo qualquer a, é diferente de a,, entdo a, = a; +(x—1).r =
a, = a, — (x— 1).r| (2). Igualando (1) e (2), concluimos que:
A, = Ay + (n — x).7 Esta ¢ a formula geral usada para qualquer termo. Observe que x = 1
2 = implicaema, = a; +(n—1).r.

1° exemplo: Calcule o 8° termo da progressao aritmética (3, 7, 11,...).
Solucgao:

Primeira forma: Construindo a progressdo artimética.
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Sabendo que a razdo é 7 - 3 = 4, temos
(3,7,11,15,19, 23, 27,31). Portanto, 0. @g é 31.
Segunda forma: Usando a férmula do termo geral,
agg=a,+n—x).r 2ag=a;+B—1).r=3+74=3+28 = .

Agora, vamos calcular o a5 e 0 a,o da mesma sequéncia: (3,7,11,...).

a15= a1 + 14.r azo = a1 £ 19
Qqs = 3+ 14.4 Qs = 3+ 19.4
a15:3+56 a20:3+76

=53 Gze=73)

2° exemplo: Quantos termos possui a P.A (2,4,6,8,...512)?
Solugdo:

Pela férmula do termo geral, temos

510 =(n—1).2
e a, éoultimo termo: 512. i )

510
e (a4 é o primeiro termo: 2 T= w=
e 1 éarazio, nestecaso,r=4-2=2. s — 1, = 255
e 1 é a quantidade. = DEE 41
Oy= G (R —1): 7 .

512 = 2+(n—1).2
Big = Z={n—1)2

32 exemplo: Calcule x, para que a sequéncia (x + 3,2x —7,x +9) seja uma

Solucgdo: Sabemos que para ser P.A, a diferenca do segundo para o primeiro precisa

ser igual a diferenca do terceiro para o segundo (ou seja, a mesma razao). Assim,

a, —a; =0adz —Aad, = d,ta,=az+a; = 2.a, =a3+a, =

asz +a; T o ; T
a, = —2 A Em qualquer P.A, um termo € a média aritmética dos seus vizinhos, a esquerda e a direita. l
az; + a4 x+3+tx+9
a; = _— = 2% —7 = — = 4x —14 = x+3+x+9 =

4x —14 = 2x+12 = 4x — 2x = 12+ 14 = 2x = 26 =[x = 13|

Ao substituir o valor de x, na sequéncia, encontramos a P.A (16, 19, 22) de razao 3.

E comum em situacdes que envolvem soma de termos de um P.A utilizarmos

sua representagdo na forma:

A praticidade destas

Para 3 termos: (x — r ,x,x + 1) notacdes  estd  ma

eliminacdo da razio r

quando somamos todos

Para 5 termos: (x — 2r,x — r, x ,x + r,x + 2r) S
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4° exemplo: A soma dos trés primeiros termos de uma P.A é 27 e o quadrado
do 3° termo é 121. Escreva a P.A

Solugao:
Usando a notagdo anterior para 3 termos, encontramos
27
x—AF+x +x +F =27 = 3x =27 = x== = [x = 9]

0 32 termo da notagdo (x + r) ao quadrado é 121, desse modo: (x + )% = 121.
Substituindo o valor de x, dispomos de

QO +71)2=121 = (9 +1r)= +V121= 9+r=+11 =
r=+4+11-9=2.
r=-—11—-—9 = -20.
Parar=2=(9-2,9,9+2) = (7,9, 11,...).

Parar = —20 = (9— (—20), 9, 9+(—20)) = (29,9, —11,...).

r=i11—9=>{

50 exemplo: A soma dos cinco primeiros termos de uma P.A é 0 (zero) e a
razdo é 3. Escreva a P.A.

Solucgao:

Usando a notagdo anterior para 5 termos (x - 2r,x — 1, x,x + r,x + 2r):

x — P+ x—F+ x+ x+F+x+2#=0=>5x=0 = [x=0]

Comor =3 ex =0, encontramos

(x —2r,x —r,x,x+r,x+2r)= (0—23,0—3,0,0+3, 0+ 2.3).

Resposta: (— 6,— 3, 0, 3, 6).

6° exemplo: Quantos nimeros pares ha entre o nimero 13 e o 1317?
Solugao: Os nimeros pares entre 13 e 131 sdo (14, 16, 18,..., 128, 130), ou seja, uma

P.A de razao 2. Usando a férmula do termo geral e sabendo que r = 2,a; = 14 e a,, = 130,

temos
a, = a,+n—1).r £= n—1)
130 = 14+ (n—1).2 2
130 —14= (n—1).2 58=mn-—1
n—1=58

130 —14= (n—1).2

116 = (n—1).2 [n=759]

7° exemplo: Observe a sequéncia de figuras:

00 0090 0009
% % %
00 000 0000

figura 1 figura 2 figura 3
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a)Quantos losangos encontraremos na figura 23, mantido o mesmo padrdo
de construgdo?
Solugao: A figura 1 tem 5 losangos, a figura 2 tem 7 losangos, a figura 3 tem 9, etc.
(5, 7,9,...) é uma P.A de razdo 2 e o numero da figura equivale a sua posi¢cdo dentro
da P.A. Assim,
a3 = a;+23—1).r=a,+22.r=54+22.2 =5+ 44 = 49 losangos.

b)Continuando a sequéncia encontraremos uma figura com 176 losangos?
Solugao: Vamos calcular um termo qualquer a,, da P.A (5,7,9,...).

a, =a,+(n—1).r=5+n—1).2=54+2n—2= .

Para a,, = 176, temos

176 =3+2n =2n=176—3 =>n=12£ (nao é inteiro!)

Outra solugao sera perceber que a sequéncia s6 possui nimeros impares. Como 176

é par, ndo encontraremos uma figura com 176 losangos.

8° exemplo (interpolagcdo aritmética): Interpolar 10 meios aritméticos
entre 13 e 68.

Solugado: Interpolar é inserir nimeros em P.A entre os polos (extremos) de uma
sequéncia.

Vamos inicialmente analisar a P.A, lembrando que para construir uma P.A é

necessario saber sua razao: (13, ............,68).
LRI
10 termos

Se sdo 10 termos entre 13 e 68, entdo o 68 é o0 a,,. Pela férmula do termo geral,
encontramos:

a,=a;,+(n—1).r = 68=13+11.7r =68 —13 = 11r =

55
5=11.r = TZH = .

Portanto, os meios sao: (13, 18, 23, 28, 33, 38,43, 48, 53, 58, 63, 68).

9° exemplo: Numa fila de 55 alunos, apenas 19 sao mulheres. Um professor
resolveu organizar a fila de forma que a quantidade de homens entre as mulheres
seja a mesma. Sabendo que a fila comega e termina com uma mulher. De que forma
essa fila pode ser organizada?

Solugao: (12, .......... ,559)

17 mulheres

54
a9=a; +(19—1)r= 55=aqa; +18.r = r=1g = [r=3]

(19, 4°,72,109,...,52¢2, 559)

17 mulheres

Resposta: A cada 2 homens uma mulher.
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[ EXERCICIOS 3.2 I

1)Calcule a razdo e o 10° termo da progressdo aritmética (1, 3, 5, ...).
2)Calcule a razdo e o 9° termo da progressdo aritmética (-4, -8, -12, ...).
3)Calcule a razdo e o 20° termo da progressao aritmética (2, 4, 6,...).
4)Calcule a razdo e o 100° termo da progressao aritmética (-50, -49 , -48,...).
5)Calcule x, para que a sequéncia (x — 2, 3x — 1, x + 8) seja uma P.A.

6)Calcule x, para que a sequéncia (2x — 1, x?,—x + 2) seja uma P.A. Descreva
a P.A.

7)A soma dos trés primeiros termos de uma P.A é 15 e o primeiro termo é -2.
Escreva a P.A.

8)A soma dos cinco primeiros termos de uma P.A é 50 e o quarto termo é 24.
Escreva a P.A.

9) Quantos numeros impares ha entre o nimero 44 e o 178?

10) O décimo termo de uma P.A é -50 e o décimo sexto é 88, calcule a razao
dessa P.A.

11) Um aluno escreveu numeros naturais conforme o quadro. Qual o elemento
que estd na 102 linha e na 7@ coluna desse quadro?

1 2 3 4 5 6 7 8
9 [10 | 11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16
17 |18 |19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24

12)A Copa do Mundo FIFA de 2014 foi a vigésima edigdo ocorrida no Brasil.
Esse torneio internacional de futebol masculino, ocorre a cada 4 anos e é organizado
pela Federacgdo Internacional de Futebol (FIFA). Em que ano ocorrerda a 302 edigdao?

13) Os jogos olimpicos sdo eventos realizados de quatro em quatro anos.
Sabendo que a 312 edicdo desse evento ocorreu em 2016, em que ano ocorrera a
502 edigao?
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14) Sejam as sequéncias (2, 4, 6, ...) e (3, 6, 9, ...) com 20 termos cada.
Quantos elementos em comum elas possuem?

15) Insira:
a) 05 meios aritméticos entre 30 e 168.
b) 14 meios aritméticos entre -15 e 15.
c) 19 meios aritméticos entre 0 e 2000.
d) 04 termos aritméticos entre -90 e 90.

16) Um cultivo consorciado de mamao e banana, precisa ser plantado de forma
que, em uma fila, a quantidade de pés de bananeiras precisa ser a mesma entre
cada pé de mamoeiro. Devido ao tamanho do terreno, é possivel plantar ao todo
125 pés desses dois cultivos, em cada fila. Um agricultor pretende utilizar 32 mudas
de mamoeiro em cada fila e mudas de bananeiras a vontade. Se cada fila, deve
comecgar e terminar com um pé de mamoeiro, de que forma uma fila pode ser
plantada?

17) Um agricultor pretender cercar um dos lados do seu terreno retangular
com 50 estacas de madeira igualmente espacadas. Se o lado pretendido possui 147
metros e é preciso ter uma estaca em cada canto do terreno, calcule:

a) A disténcia entre as estacas.
b) A que distancia dos cantos do terreno estara a 252 estaca.

18) Numa estrada existem duas torres de transmissdao de energia, uma no
quildbmetro 100 e outra no quildbmetro 228. Entre elas deverdo ser colocados 7
postes de forma que, postes consecutivos tenham a mesma distancia, assim como
a de um poste adjacente a torre. Em que marcos quilométricos deverdo ser
colocados esses postes?

19)(ENEM) A tabela seguinte apresenta a média, em kg, de residuos
domiciliares produzidos anualmente por habitante, no periodo de 1995 a 2005.

Producao de residuos domiciliares
por habitante em um pais

ANO kg
1995 460
2000 500
2005 540

Se essa produgdao continuar aumentando, mantendo o mesmo padrao
observado na tabela, a previsdo de producdo de residuos domiciliares, por habitante
no ano de 2020, em kg, sera
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a) 610
b) 640
c) 660
d) 700
e) 710

20)(ENEM) O grafico, obtido a partir de dados do Ministério do Meio Ambiente,

mostra o crescimento do nimero de espécies da fauna brasileira ameacadas de

extingdo. Se mantida, pelos préximos anos, a tendéncia de crescimento mostrado
no grafico, o niUmero de espécies ameacgadas de extingdo em 2011 serd igual a:

a) 465 A

b) 493 461

c) 498

d) 538

e) 699

239

namero de espécles ameagadas de extingdo

1983 1987 1991 1995 1999 2003 2007 ano

21)(ENEM) As projecdes para a producgdo de arroz no periodo de 2012 — 2021,
em uma determinada regido produtora, apontam para uma perspectiva de
crescimento constante da produgdao anual. O quadro apresenta a quantidade de
arroz, em toneladas, que sera produzida nos primeiros anos desse periodo, de
acordo com essa projecgao.

Ano Projegdo de produgdo (t)
2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que devera ser produzida no periodo
de 2012 a 2021 sera de
a) 497,25. b) 500,85. c) 502,87. d) 558,75. e) 563,25.
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3.1.4. Soma dos termos de uma P.A

Em 30 de abril de 1777, nasce na cidade de Brunswick, hoje Alemanha, um
menino de nome Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Quando crianga se divertia com
calculos matemaéaticos. Um dia, para ocupar a classe, o professor mandou que os
alunos somassem todos os nUmeros de um a cem, com instrugdes para que cada
um colocasse sua ardosia® sobre a mesa logo que completasse a tarefa. Quase
imediatamente, Gauss colocou sua ardosia sobre a mesa dizendo: “Ai estal”. O
professor olhou-o com desdém enquanto os outros trabalhavam diligentemente.
Quando o instrutor finalmente olhou os resultados, a ardosia de Gauss era a Unica
com a resposta correta, 5050, sem outro calculo.

Fonte: (BOYER, 1996)

Como vocé faria essa soma? Como Gauss, que posteriormente se tornou um
dos grandes matematicos da época, efetuou os cdlculos?

Presume-se que o cdlculo feito mentalmente por Gauss foi:

1+2+3+4+5+6+7+ ....95 +96+97+98+99+100

K\K 4+97 = 101 J ] j}

2+99 = 101
1+100 = 101

Ele percebeu que somando o primeiro com o Ultimo, o segundo com penldltimo,
o terceiro com antependultimo e assim sucessivamente, todos davam soma igual a

100
101, como eram 100 numeros somados em pares, concluiu que: - X 101 =5.050.

E o que também acontece com todas as progressdes aritméticas, a soma do
primeiro com o ultimo termo é igual a soma do segundo com penultimo, do terceiro
com antepenultimo, etc. Veja a demonstracdo a seguir.

Demonstragao: Precisamos mostrar que a, +a, = a;,,+ a4, ,», para
qualquer 1 < x < n.

A partir da férmula do termo geral, temos

a; + ap=la; + a; + (n—1).7|

Aiix Y 0y = a;+ (A +x—1)r + g, +(n—x—1).r =

A1+ An—x

a, + %+a1 + (n—1.r — 7/1’ =la;+a; + (n—1).r|

Dessa forma, jéd que a soma dos pares sdo iguais, basta multiplicar a metade
da quantidade de termos pela soma de qualquer um desses pares. Como se usa
mais o primeiro e o ultimo termo, concluimos que:

4 Um quadro negro ou branco em que o texto ou os numeros s3o feitos com giz ou outros marcadores apagaveis.
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n n.(a; + a,)
S:a1+a2+a3+a4.._+an:E(a1+an):> S (12 n

1° exemplo: Calcule a soma dos termos da P.A (5, 10, 15, 20, 25,...50).
Solucado: Para usar a férmula da soma precisamos da quantidade de termos da P.A.
Comoa, =5,a, =50er =10 — 5 =15, a partir da férmula do termo geral, temos
a, =a,+n—1).r=.50=5+ (n—1).5 = 50—-5=n—-1).5 =
45
45= (n—1).5 > (n—1).5=45 = n—1 = = =

n—1=9=>n=9+1 =[n = 10}

Utilizando a férmula da soma, encontramos
n.(a; +a,) 10.(6+50) 10.55 550
2 B 2 - 2 2
Outra solugdo: Podemos construir a P.A até o altimo termo (a, = 50 ) e somar todos
os termos um a um: 54+104+154+204254+30+35+40+45+4+50 = 275. Porém, essa solugido

S = 275]

§=

nao é indicada para uma quantidade e/ou valores elevados.

20 exemplo: Calcule a soma dos 25 primeiros nimeros pares positivos.
Solucgdo: Os primeiros nlimeros pares positivos sio (2,4,6,8,....). E uma P.A.

Para utilizar a férmula da soma precisamos do Q
SAIBA MAIS!
dltimo termo. Como a, =2, n= 25, r=4—=2 = 2,
T Para cal’cu[ar' a soma dos termos
de uma P4 é preciso trés informagoes:
ap=a;+n—-1D.r = ap, =2+ (25-1).2= O primeiro termo, o dltimo e a
an= 2+ 242 = a,= 2+ 48 = [a, = 50} quantidade de termos. Na auséncia de
o 3 qualquer uma dessas informagaes,
Substituindo na férmula: deve-se utilizar a formula do termo

(ay + 25 (2+ 50 i
_ n.(a; +ay,) _ ( ) - [ —ezol geral para encontri-fa

- 2 2

3° exemplo: Quantos termos precisa ter a P.A (-14,...20) para que a soma dos

seus termos seja igual a 187

Solugao:
Dados: S =18,a, = —14 e a,, = 20.
n.(a, +a n.(—14 4+ 50 36
oy, i) Bl ):>36=6n:>n=—:> n = 6]

S=—"1_"_" 1g=—"> —_ "
2 z 6

Resposta: 6 termos.
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[ EXERCICIOS 3.3 |

1)Calcule a soma dos termos da P.A (-20, -15, ..., 95).
2)Calcule a soma dos termos da P.A (100, 90, ..., -100).
3)Calcule a soma dos 10 primeiros termos da P.A (7, 10, 13,...).
4)Calcule a soma dos 12 primeiros niUmeros impares positivos.

5)Quantos termos precisa ter a P.A (-5, ..., 50) para que a soma dos seus
termos seja igual a 2257

6)Um aluno ao somar, um a um, os 10 primeiros termos da P.A (5, 9, 13,...),
encontrou como resultado 197. Porém, percebeu que havia esquecido um numero.
Que numero foi esse?

7)(UFV-MG) Numa caixa ha 1000 bolinhas de gude. Retiram-se 15 bolinhas na
primeira vez, 20 na segunda, 25 na terceira e assim sucessivamente na mesma
razdo. Apds a décima quinta retirada, sobrardo na caixa:
a)250 bolinhas
b)200 bolinhas
c)300 bolinhas
d)500 bolinhas
e)750 bolinhas

8)(PUC - SP) Um péndulo, oscilando, percorre sucessivamente 18 cm, 15 cm,

12 cm, ... A soma dos percursos até o repouso é: [ 1

a)45cm b)63 cm <¢c)90cm d) 126 cm

9)(ENEM) Um marceneiro deseja construir uma escada trapezoidal com 5
degraus, de forma que o mais baixo e o mais alto tenham larguras respectivamente
iguais a 60cm e a 30cm, conforme a figura abaixo.

Os degraus serdo obtidos cortando-se uma peca Sem
linear de madeira cujo comprimento minimo, em cm,
dever ser:
a) 144 b) 180 <c) 210 d) 225 e) 240
/4 \
60cm
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10)(ENEM) O numero mensal de passagens de uma determinada empresa
aérea aumentou no ano passado nas seguintes condigcdes: em janeiro foram
vendidas 33.000 passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000. Esse padrao
de crescimento se mantém para os meses subsequentes. Quantas passagens foram
vendidas por essa empresa em julho do ano passado?
a) 38.000 b) 40.500 c) 41.000 d) 42.000 e) 48.000

11) Seguindo o mesmo padrdo, quantos palitos sdo necessarios para formar

o AVAVIAVAN

12) Pretende-se formar, usando palitos, uma sequéncia de quadrados

conforme a imagem a seguir.
a)Quantos palitos sdo necessarios para construir 10 quadrados?
b)Quantos quadrados é possivel construir com 100 palitos?

13) Um teatro de apresentagdes possui 24 poltronas na primeira fila, 27 na
segunda, 30 na terceira e assim por diante, até a ultima fila que é a vigésima quinta.
Calcule o nimero de poltronas desse teatro.

14) Sobre uma mesa ha 10 pilhas de moedas de 1 real. Dessas 10 pilhas, nove
delas tém todas as moedas com 10 gramas cada e apenas uma das pilhas, por
defeito de fabricagdo, contém todas as moedas com 11 gramas cada. As moedas
sdo visualmente idénticas. Dispondo de uma balanga e fazendo uma Unica pesagem,
como é possivel determinar em qual das pilhas cada moeda tem 11 gramas?

15)(ENEM) O trabalho em empresas de festas exige dos profissionais
conhecimentos de diferentes areas. Na semana passada, todos os funcionarios de
uma dessas empresas estavam envolvidos na tarefa de determinar a quantidade de
estrelas que seriam utilizadas na confeccdo de um painel de Natal. Um dos
funcionarios apresentou um esbogo das primeiras cinco linhas do painel, que tera,
no total, 150 linhas.

W OWW WO ORI WRRRW
o B B 4 5 150

Apds avaliar o esbogo, cada um dos funcionarios esbogou sua resposta:
FUNCIONARIO I: aproximadamente 200 estrelas.
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FUNCIONARIO II: aproximadamente 6 000 estrelas.
FUNCIONARIO III: aproximadamente 12 000 estrelas.
FUNCIONARIO IV: aproximadamente 22 500 estrelas.
FUNCIONARIO V: aproximadamente 22 800 estrelas.
Qual funcionario apresentou um resultado mais préximo da quantidade de
estrelas necessaria?
a)l b) II c)III d)IV e)V

16)15 pessoas participavam de uma reunido. Quantos apertos de mao
ocorreram, sabendo que nenhum participante cumprimentou o mesmo colega mais
de uma vez e todos se cumprimentaram?

17)Em um terreno triangular hd uma planta na 12 fila, duas plantas na 22 fila,
trés plantas na 32 fila, e assim por diante. Com um total de 30 filas, quantas plantas

ha nesse terreno? .

-> -
L N - oy
L [ AL al

>

N
»

-~ 3'fila

N

N
N

« B
‘.“ N ~ 2" fila

»

-
~ -

nA‘ o 1* fila

18) Uma plantagdo em um terreno trapezoidal possui 48 fileiras de plantas. A
12 fila tem 4 plantas e a ultima fila tem 192 plantas. Sabendo que a quantidade de
plantas de cada fila estdo em P.A, calcule:
a) Quantas plantas possui a 202 fila.
b) Quantas plantas esse terreno possui ao todo.

19) Um agricultor para combater uma praga em sua lavoura, precisa pulverizar
a area, utilizando uma pesticida diluida em mesma quantidade de agua, todos os
dias, conforme as orientagfes técnicas:
- 19 dia: 4 litros de pesticida;
- 20 dia: 3,6 litros de pesticida;
- 30 dia: 3,2 litros de pesticida;
- E assim sucessivamente (em progressao aritmética) até o 10° dia.
a) Quantos litros de pesticida ele deve aplicar no 10° dia.
b) Qual o total de pesticida que serd utilizada nos 10 dias.

20)(FGV-RJ) Numa fazenda, o proprietario mandou plantar pés de café da
seguinte forma: 100 pés na primeira semana, (100 + x) pés na segunda semana,
(100 + 2x) na terceira semana, e assim sucessivamente, aumentando x pés a cada
semana. Apds vinte semanas, mandou encerrar a tarefa, com um total de 3900 pés
de café plantados. O total de pés de café plantados apds a oitava semana foi de:
a) 1840 b) 2670 <c¢) 2820 d) 2460 e) 1980
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3.2. Progressao geométrica (P.G)

Definigcdo 3.2.1: Denominamos de progressao geométrica (P.G) uma
sequéncia em que a razdo entre um termo (a partir do 2°) e o seu antecedente é

constante. E a essa constante denominamos de razéo q.

_ Ant1 A razdao de uma P.G ¢ dado pelo quociente do termo
= a, posterior pelo termo anterior.

Exemplos de P.G:

4 . A8
« (2,4,8,16,..)3q=5=2 =(2,22,42,82,.).
50 25

50 1 1 1
(100, 50, 25,...) 2 ¢ =Tp5 =5 = (100, 100.5, 50.5, ...).

b =25 125

e (-1,5,-25,.)=>q = _il =—5 =[—1, —1L[—5), 5.0—5)s —25.1—BJy )
—20 —20 —40 —80
« (-10,-20, -40,...) 3 q=—f5=2 =(—10,-10.2,=20.2,=402,..).

Exemplos de sequéncias que ndo sdo uma P.G:

55 555

«(5,55,555...), ndo é uma P.G, pois — # —.
5 55

Para que seja P.G, é preciso que todas as razdes entre um termo e o anterior sejam

iguais (constantes).

—3 —5!
e(-1,-3,-5...), ndo é uma P.G, pois — # —.
=1 —3

3.2.1. Classificacao das progressoes geomeétricas

e Quandoa;>0eqg >1oua;<0e0<qg <1, aP.G écrescente (os termos
crescem da esquerda para a direita);

e Quando a;>0e0<qg<1l1loua;<0eq >1, aP.Gédecrescente (os termos
decrescem da esquerda para direita);

e Quando g = 1, a P.G é constante (os termos sio iguais);

e Quando g < 0, a P.G é alternante (ora termo positivo, ora termo negativo).

Exemplos:

e (5,15,45,...) = P.G crescente (cresce da esquerda para direita). Observe que a; >

Oeq > 1:

e (-10,-2, —%, ...) = P.G crescente (cresce da esquerda para direita). Perceba que,
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nessecaso,a;< 0e 0 <gqg < 1.

e (200,100,50,...) = P.G decrescente(decresce da esquerda para direita). Veja que
a;>0e0<gqg < 1.

e (-4,-12,-36,...) = P.G decrescente(decresce da esquerda para direita). Nesse caso,
a; <0eq > 1.

e (..., 8,8, 8, 8,...) = P.G constante (termos iguais, g = 1).

e (7, -14, 28, -56, ...) = P.G alternante(g <0, ora termo positivo, ora termo

negativo).

1° exemplo: Classifique somente as sequéncias que sdo progressoes

geomeétricas.
121 132

a) (...,11,121,132,...) = Nio é uma P.G, pois — # .
11 121

b) (...-1, -10, -100,...) = P.G decrescente.

c) (8, 88, 888,...) = Nao é uma P.G, pois % * %
d) (-5, 35, -245,...) = P.G alternante.

e) (...,11,11,11, 11, ...) = P.G constante.

f) (6,18,54,...) = P.G crescente.

1

1
S’E"") = P.G decrescente.

g) (5,1,
29 exemplo: Determine o valor de x na P.G (2x, 36, 18x).
Solugdo: Por se tratar de progressdo geométrica, todas as razdes entre um termo e
o anterior sdo constantes. Isto é:
36 18x 36.36
— = 2 = . 2 = 2 = =+ =+ 6|
2% = 3¢ —36x?= 3636 =>x 3g = X' =36 = x =1V36 =[x =+ 6|
Parax =6 = (12, 36,108).

Parax = —6 = (—12,36, —108).

)I

1
32 exemplo: Qual é o valor do ultimo termo da sequéncia (;, 1,

sabendo que é uma progressdao geométrica?
Solugao: Para encontrar qualquer termo de uma P.G precisamos de sua razao.
a,+1 Termo posterior a, 1 9

= = =2_-_=1"=09.
a, Termo anterior a; 1 1

Para calcular os termos que ficam a esquerda de qualquer termo, devemos dividir o
termo pela razido. Para calcular termos que ficam a direita de qualquer outro termo,
multiplicamos esse termo pela razdo. Como os termos que procuramos ficam todos a

direita, vamos multiplica-los sucessivamente por 9. Assim:

1 1
;.9 =1, 1.9=9e9.9 =81. Resposta: (9—, 1,9,81).
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[ EXERCICIOS 3.4 I

1)Classifique somente as sequéncias que representam uma P.G.

a) (-1, -2, -4, -6,...) d) (4, 12, 36, ...)

b) (...-a, - a, -a,...) e) (-2, -8, -32, ...)
11 l

C) (1, g, ;,) f) (71_11 7/)

2)Complete os espagos em branco com um elemento pertencente a P.G.

a)y(__, 3,12) d)(-999, _ , -999)
b)(11, 22, ) 1
e)(z ,—., 5)
c)(-4, , -16) 5
3)Construa uma P.G de 5 elementos em que:
a)a;=-1earazdoq = 2. c)as= 64 e a razdo q = 2.
b)as;= 18 e a razdo q = -3. d)a,= -500 e arazdo g = 1.

4) Os numeros da progressdao geométrica (x - 5, 2x — 4, 5x + 8) sdo positivos.
Qual o valor de x?

5) Elabore uma sequéncia que seja tanto uma P.A como também, uma P.G.
Qual a sua caracteristica?

6) Seja a progressao geométrica (1, 2, 4, 8,...) de n elementos e a progressao
aritmética (2, 4, 6, 8,...) de p elementos. Quantos elementos hd em comum nessas

progressodes, sabendo que n < p?

7)Sendo a e q, o primeiro termo e a razdo, respectivamente de uma P.G. Essa
é decrescente quando:
a)a;,>0eq>1
b)a;>0e0O0<qg<1
g =1
d)g <0

e)a;,<0eqg>1

8)Uma progressdo geométrica de razdo q é dita alternante, quando:
a)g > 1
b)g <1
c)g =1
d)g <0
e)q =0
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3.2.1. Formula do termo geral de uma P.G

Vimos que para encontrar um nimero a direita (ou o préximo termo) de uma
P.G é preciso multiplicar este nimero pela razdo, da seguinte forma:

(a, ,...) préximo = (a4, a,.q, ...), préximo = (a,, a,.9,a,.q.q, ...), assim por

diante. Logo:

q* q* q3
~ —_—— e, n—1
a;,a,.9,a1.9.9 ,a1.9-9.q ,...,a1.q =
R iy
az as Qg
s n—1
an = a;.q

Podemos também generalizar a férmula para qualquer termo a,. Se

a
]

ap,=a,.q" ' =|a, =

E se um termo qualquer a, é diferente de a,, entdo

@

Ay
qx—l

ay, = a,.q*" ! =|a, =

Igualando (1) e (2), concluimos que:

— n—x
an - QX'q

Esta é a formula geral usada para qualquer termo. Observe que x = 1, implica

ema, = a;.q" L.

1° exemplo: Qual o 8° termo da P.G (1, 2, 4, ...)?
2
Solugdo: Dados: a,=1,qg = e 2 en = 8 (82 termo).

De acordo com a férmula do termo geral, temos
5 = Qg™ L = dg=diq¥ t= @y =adpq¥ = ag = 1.27 = |az = 128|

Uma solucao seria continuar a P.G até chegar no 82 termo: (1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128).

2° exemplo: Qual o 7° termo da P.G (-1, 3, -9, ...)?

Solugao: Temos: a,=—1,qg = i b —3en=7 (72 termo).
A partir da férmula do termo geral, encontramos
Ay = Q. g = @r=ay.q7 * =S ay=a5.96 =

ar = —1.(-3)° =[a;==729]

115 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

309 exemplo: Determine o 3° termo de uma P.G cuja razdo é -2 e seu 11°
termo é 256.
Solugao: A relagdo entre a3 e a1, segundo a férmula do termo geral é

a;; = asz.q173.
Aos substituir os dados: g = —2 e a;; = 256, obtemos
a;; =as;.q''73 = a;;a3.q° = 256 = a3.(—2)8 =

256 256
= =1\
as (=2)8 " 256
Outra forma de resolver é dividindo sucessivamente o a;; = 256 pela razdo —2, até

chegar no as. Veja:
(256, —128,64,—32,16,—8,4, -2, }J)

aii as
2
4° exemplo: Quantos termos possui a P.G (50, 10, E ?
Solugao:
. L 10 1 2
As informacgao sdo: a; =50,qg = 0 s €=
2
. 2 0 1 n—1 ﬁ (1)11—1
= . = — = A= = 22 = (= =
Gn = @14 25 (5) 50 5
n—1 1 n—1

2 1 1\ 1 1 1
—  —=(= = =(= = = (= =
55%-6) = mm-G) 5= (5)
4 n—1
@:@) M 4—n-1o>n-1-4 5n=441 > =5

2
Outra solugdo seria continuar a sequéncia até 25 € contar os elementos:

2 2
(50, 10, 2, 5,ﬁ).

Resposta: 5 elementos.

50 exemplo (interpolagcdo geométrica): Interpole cinco termos entre 7 e
448, de forma que se obtenha uma P.G.
Solugéao: Interpolar é inserir cinco termos entre 7 e 448. Se sdo 5 termos entre 7 e o
448, entdo o0 448 é 0 a,. Dessa forma: a; = 7 e a; = 448.
Aos substituir esses dados na férmula do termo geral, encontramos
a, = a,.q" *'=>a;, = a;.q"7' >a, = a,.q° >

448
448 =7.q° = qG=T = ¢g°=64 = V64 :>_

Resposta: (7, 14, 28,56, 112, 224, 448).
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[ EXERCICIOS 3.5 |

1) Qual o 6° termo da P.G (3, 6, 12, ...)?

1
2) Qual o 10° termo da P.G (;, 1, 3, ...)?

1
3) Qual o 5° termo da P.G (Z' —, 1, ...)7?

2 4
4) Qual o 7° termo da P.G (-1, -4, -16,...)?

5)Indique os termos ausentes nas progressdes geométricas a seguir.

a)(_ll ’ ’ _8)
b)( , 270, , ,10)
C)( ’ [ — 71_7)

6) Calcule o niumero de termos de cada P.G:
a)(2, 4,..., 4096)

b)(-4, -2, ..., E)

c) (4, 12 ,..., 8748)

7) Determine o 3° termo de uma P.G cuja razdo é 3 e seu 6° termo é 972.
- - ~ z 1 ra
8) Determine o 2° termo de uma P.G cuja razao e E e seu 5°9termo e 1.

9) Interpole 9 termos entre 1 e 1024, de forma que se obtenha uma P.G.

10) Interpole 5 meios geométricos entre 7 e 28672.
11) Em uma P.G o a,. az. a, = 1, sabendo que o a,;=2 calcule o a;.

12) (PUC — RJ) Jodo tem trés filhas. A filha mais velha tem oito anos a mais
que a do meio que por sua vez tem sete anos mais que a cagula. Jodo observou que
as idades delas formam uma progressdo geométrica. Quais sdo as idades delas?

13) O proprietario de um laranjal percebeu que a primeira fileira de sua

plantagao, tinha um pé de laranja acometido por uma praga, na segunda fileira: 3
pés de laranja, na terceira fileira: 9 pés de laranja acometidos pela mesma praga.

117 |



Mantendo o mesmo padrdo de crescimento, quantos pés de laranjas estardo
acometidos pela praga na 62 fileira?

14)(UNESP) O artigo "Uma estrada, muitas florestas" relata parte do trabalho
de reflorestamento necessario apdés a construcdo do trecho sul do Rodoanel da
cidade de S3o Paulo. O engenheiro agronomo Maycon de Oliveira mostra uma das
arvores, um fumo-bravo, que ele e sua equipe plantaram em novembro de 2009.
Nesse tempo, a arvore cresceu — estd com quase 2,5 metros —, floresceu, frutificou
e langou sementes que germinaram e formaram descendentes [...] perto da arvore
principal. O fumo-bravo [...] € uma espécie de arvore pioneira, que cresce
rapidamente, fazendo sombra para as espécies de arvores de crescimento mais
lento, mas de vida mais longa.
(Pesquisa FAPESP, janeiro de 2012. Adaptado.)

Considerando que a referida arvore foi plantada em
1.9 de novembro de 2009 com uma altura de 1 dm e que
em 31 de outubro de 2011 sua altura era de 2,5 m e
admitindo ainda que suas alturas, ao final de cada ano de
plantio, nesta fase de crescimento, formem uma progressao
geométrica, a razao deste crescimento, no periodo de dois
anos, foi de

a) 0,5

b) 5.1071/2 Espécie da arvore fumo-bravo
c) 5 (w3.ufsm.br/herbarioflorestal)
d) 5.10%/2

e) 50

15)(CESPE-UNB) Como parte de um programa de reflorestamento, foi realizado
um estudo durante o qual foram plantados trés tipos de arvores, A, B e C, em trés
locais diferentes de uma regido na qual ndo havia nenhuma dessas espécies.
Inicialmente, foram plantadas 1.000 unidades de cada tipo de arvore e observou-
se que a quantidade de unidades de cada espécie aumentava da seguinte forma:

e O tipo A triplicava a cada 4 anos;

e O tipo B duplicava a cada 3 anos;

e O tipo C aumentava em 2.000 unidades anualmente.

Com base nessas informagbes, as quantidades de &rvores dos trés tipos
aumentam periodicamente, sempre em progressdao geométrica.

( ) Certo

( ) Errado
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3.2.2. Formula da soma dos termos de uma P.G

Vamos encontrar uma férmula que calcule a soma dos termos de uma P.G,
utilizando apenas trés informacGes: o primeiro termo, a razdo e quantidade de
termos.

Se[S=a;+a+as;+as+ -+ a,| (1), entdo:

S.q = a;.q + az.q + az.q + as.q...+an.q
Como: a,.q =ay,a,.q =az,asz.q =ay, etc. Temos
[S.q = a,.q + as.q + a,.q+...+a, + a,.q] (2)

Fazendo (1) - (2), obtemos
S—S.gq=a,— a,.q.

Uma vez que a,, = a,. g"*~ !, encontramos

_ galatail)
e

S para q # 1.

19 exemplo: Calcule a soma dos 10 primeiros termos da PG (1, 2, 4, ...).

2
Solugao: Os dados sdo: a; =1, g = 7 =2 en = 10 (10 primeiros termos). Pela

féormula da soma, temos
a;.(g"—1 1.(210 -1 1024 —1
Py L ((;q—l ) = g —(2_1 R — ) _, E=1023)
Poderiamos também continuar a P.G até o 102 termo e somar todos eles:
(1,2,4,8,16,32,64,128,256,512) = 14+4+8+16+32+64+128+256+512 = 1023.

20 exemplo: Calcule a soma dos 9 primeiros termos da PG (3, -6, 12, ...).

Solugao: a, =3,g = == -2 en =9 (9 primeiros termos).
gty _ B((=2)y=1)_ 3E=512=1) =5i3

5=513]
oy -y 5 —— =[5 =513]

Veja que realmente a soma dos 9 primeiros termos da P.G é 513:

3-6+12-24+48-96+ 192 -384 + 768 = 513.

5 =

302 exemplo: Sabendo que a soma dos 5 primeiros termos de uma P.G é
2.387 e que sua razdo é 4. Qual o 1° termo?

Solugao:
_a-(@"—-1)

as. (45 — 1)
S = 2387 =—~_ 7 = 23873 =q,(1024—1) =
g—1 =1
7161

7161 = a11023 = a, :ﬁﬁ

a; =71}
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[ EXERCICIOS 3.6 |

1)Calcule a soma dos 9 primeiros termos da PG (3, 6, 12, ...).

2)Calcule a soma dos 5 primeiros termos da PG (-11, -33, -99, ...).

3)Calcule a soma dos 30 primeiros termos da PG (-30, 30, -30, ...).
4)Calcule o valor de x na equagao x + 5x + 25x+ ...+ 3125x = 7812.

5)Sabendo que a soma dos 7 primeiros termos de uma P.G é 635 e que sua
razdo é 2. Qual o valor do seu 3° termo?

6)Considere a seguinte PG: (1, -1, 1, -1, ...).
a)Qual a soma dos 1000 primeiros termos?
b)Qual a soma dos 897 primeiros termos?

c) Qual a soma dos n primeiros termos?

7) Um aluno escreveu a soma de poténcias de base 2 e percebeu um padrao:
v 1+42'=22-1
v 14214 22=2%-1
v 14214 22423=2%—-1
v 142+ 224234 24=25-1
E verdade que 1+ 2! + 22 423 4 2+ 4 ...2n = 2n+1 _ 1 ?]ustifique.

8)Qual o valordeS =1 + 11 +111+ 1111+...+ 11111111117?

10 algarismos

9)(FURG-RS) O dono de uma loja precisa, com urgéncia, de vendedores para

trabalhar de segunda a sabado nas duas ultimas semanas que antecedem o Natal.
Apareceram trés candidatos. Ele oferece R$ 1,00 pelo primeiro dia de trabalho e,
para os dias seguintes, o dobro do que eles recebem no dia anterior. Dois candidatos
consideram humilhante a proposta e recusam-na. O candidato que conhece
Matematica aceita a proposta. Entdo, ele receberd, pelos doze dias de trabalho, a
importancia de:

a)R$ 240,00

b)R$ 4.095,00

c) R$ 3.400,00

d) R$ 5.095,00

e) R$ 1.095,00
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10)(UPE)No primeiro dia de um experimento laboratorial, exatamente uma
gota de uma dada substancia e acrescentada a um baldo de ensaio inicialmente
vazio. Nos dias seguintes, a cada dia e acrescentada exatamente uma gota a mais
que o dobro do numero de gotas do dia anterior (por exemplo, no 2° dia, serao
adicionadas 3 gotas). Ao final do 10° dia, terdo sido acrescentadas, ao todo,
exatamente
a) 1043 gotas.
b) 2086 gotas.
c) 1023 gotas.
d) 2046 gotas.
e) 2036 gotas.

11)Em um experimento de adubagdao nitrogenada para verificar o
desenvolvimento de uma cultura, deve-se aplicar doses diferentes de nitrogénio em
cada canteiro. Nesse experimento, ha disponivel 360kg.ha~! de nitrogénio a serem
distribuidos em nove canteiros. Calcule a dose que deve ser aplicada em cada
canteiro, se:

a) As doses dos canteiros devem estar em P.A e o primeiro canteiro deve
receber dose nula de nitrogénio.

b) O primeiro canteiro deve ter dose de 105kg.ha_1 de nitrogénio, e as
demais doses, dos demais canteiros, devem estar em P.G de razao 2.

12)(PUC-SP) Os termos da soma S = 4 + 8 + 16 + ... + 2048 estao em
progressdo geomeétrica. Assinale o valor de S.
a)4092
b)4100
c) 8192
d)65536
e) 196883

13)(ITA) Seja (a4, a5, as...) uma progressdo geométrica (PG) infinita de razdo

a,;, com0<a; <1, e soma igual a 3a;. A soma dos 3 primeiros termos dessa
progressdo geomeétrica é:

a)s8/27

b)20/27

c)26/27

d)30/27

e)38/27
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3.2.3. Limite da soma dos termos de uma P.G infinita

ProgressGes geométricas com razdo maior que -1 e menor que 1 (-1 < g < 1)
e diferente de zero, possui um limite de soma para 0s seus termos.
Exemplo: Vamos calcular a soma dos termos da P.G (40, 20, 10,...).

20 1
Solugao: g = — = 5 (-1< g <1). Calculando a soma dos 7 primeiros termos:

40
127
g t@—-1n . _40 ((2) _ A (128 1 _ b ( 128
=3 T
=1, __1 1_1 -
2 2 -
10160

it N S, = 79,375
——) =~ = [ =79375}

A soma dos 10 primeiros termos é: S,,= 79,92...
A soma dos 20 primeiros termos é: S,,= 79,9999...
A soma dos 30 primeiros termos é: S;,= 79,99999...

S7=80.(

Na medida em que aumentamos o numero de termos a soma tende a 80.
Entdo, dizemos que o limite da soma dessa P.G é 80.
Isso sempre acontece porque quando -1 < g < 1 e n tende a valores elevados,

g™ tende a zero. Nesse entendimento, é indicado usar a formula a seguir.
(0]

S_al.(q"—l)_al.(—l)_ aq !
— — = = IBS=
qg—1 qg—1 1—gq 1—gq
5 5

20 exemplo: Qual o limite da soma dos termos da P.G (-5, —; ;,...)

5

- 3 b i 1 i 5 -

Solugdo: g = _—5 =—3.=5 = 5 (-1 < g < 1). Entéo, hd um limite para soma.

% a, =5 —=5 =53 g —15

=i = = = —_—
1-q ;_1 2 "z 2
3 3

3°% exemplo: Um atleta pretende alcangar uma meta de 41km de caminhada.
A fim de evitar esgotamentos fisicos, resolve fazer o percurso da seguinte forma:
no primeiro dia ele caminha 27km, no segundo dia s6 9km, no terceiro s6 3km, etc,
ou seja, ele caminha sempre 1/3 do percurso do dia anterior. E possivel, mesmo

que de forma ficticia ele caminhe apenas centimetros, alcance a meta dos 41km
pretendida?

9 1
Solugﬁo:q:g:g(—1<q<1)
B - =
S—l_q—:—?—7—7 — 5—40,5.
3 3

Resposta: A meta dos 41km nao pode ser alcancada.
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[ EXERCICIOS 3.7 I

1)Qual o limite da soma dos termos da P.G (200, 100, 50,...)
2)Calcule o limite das somas a seguir:
3 3 8
a3+ —-—+—+ ... c)80+ 8+ — + ...
2 4 10

byl + ~ + — + d)105 + 10*+ 103 + ...
5 25 7

3)Calcule o valor de x na equagao 4x +2x +x + ...= 40.

4)Calcule o valor de x na equagdo 2* + 21+ 2¥ 24 | = 128.

5)(UFJF-MG) Uma bola de borracha cai de uma altura de 30m. Apds o choque

1
com o solo, a bola sobe a uma altura igual a 5 da altura anterior. Se deixarmos a
bola subir e descer sem interrupgdo, qual serd a disténcia total percorrida por ela?

6) E possivel com o uso de limite da soma de uma P.G encontrar fracdes
geratrizes de numeros com dizimas periddicas.

Por exemplo, a fragdo correspondente ao decimal 0,555... € o mesmo que: E+
5 5 o - 1
— + +... uma P.G infinita de razédoq = — (-1 <q < 1). Calculando essa
100 1000 10
5 5 5
ai 10 10 ~ -
soma, temos: S = 1-q = 1101 = %J =3 (a fragdo geratriz).

10 10
Usando o mesmo principio calcule a fragdo geratriz de 0,222... e de 3,111...

2

7)Qual o valor de [5./5+V5

8)0 pagamento de uma divida de R$ 1100,00 foi acertada em parcelas. A 12
parcela serd de R$ 500,00, e as demais sempre a metade da parcela anterior, ou
seja, a segunda de R$ 250,00, a terceira de R$ 125,00, assim sucessivamente. Em

que numero de parcela ocorrerd a quitagao da divida?
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3.3. Juros

Nesta secgdo, iniciaremos os estudos sobre matematica financeira basica,
abordando duas modalidades de juros baseadas em progressdes aritméticas e
geométricas. Sao eles, respectivamente: os juros simples e os juros compostos.
Antes, precisamos de algumas definigdes.

Quando uma pessoa empresta um valor monetario a outra pessoa ou faz uma
aplicagdo em uma instituicdo financeira, durante um certo tempo, este valor
monetario é chamado de capital(c).

O aluguel do dinheiro que o tomador (quem pediu o empréstimo) paga a quem
emprestou ou o rendimento do valor monetario aplicado em instituicdo financeira é
denominado de juros (j)-

A taxa de juros (i) é o percentual cobrado pelo capital emprestado ou
aplicado, numa certa unidade de tempo. Pode ser ao dia (a.d), ao més (a.m), ao
semestre (a.s), ao ano (a.a), etc.

O montante (M) é a soma do capital emprestado ou aplicado com os juros do
periodo.

3.3.1. Juros simples

Juros simples é o juros cobrado sobre o capital, porém ao final de cada
periodo, este ndo é incorporado ao capital, ou seja, o juros simples é um valor fixo
cobrado ao final cada periodo.

Por exemplo, uma pessoa empresta R$ 100,00 a outra, com juros simples de
10% a.m (ao més). Entdo, os juros serdo de:

10
100.10% = 100. = =10 = R$ 10,00 a cada més.

A tabela a seguir nos fornece o valor a ser pago pelo tomador a cada més,
iniciando no 1°© més apds a data do empréstimo.
Més 10 20 30 40 50
Valor (R$) 110,00 120,00 130,00 140,00 150,00

Observamos que a sequéncia da tabela é uma progressdo aritmética de razao
R$ 10,00. E ndo é por acaso, em todas as operagdes financeiras envolvendo juros
simples, os valores adicionados ao capital (1° termo), terdo sempre um mesmo
valor (razao), que nesse caso, é dado pelo produto do capital pela taxa acordada.
Assim, utilizando a férmula do termo geral de uma P.A, temos

an = a, + n—1). r
e Nt S—— Al .
Montante(M)  Capital(c) Periodo(t) Juros(j)

Como a razdo r é dada porj = c.i, temos:M = ¢ + c.i.t.
Juros
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Onde:

J —juros do periodo

j = c.i.t ¢ — o capital

i — a taxa de juros (na forma decimal)
t — o periodo (ou tempo)

M — Montante
M =c+j c — o capital
J —ojuros
Observagdo: No uso da formula: j = c.i.t, o periodo t e a taxa i precisam

estar na mesma unidade. Por exemplo, se a taxa i for a.m (ao més), o periodo
precisa estar em meses, se a taxa i for a.a (ao ano), o periodo precisa estar em
anos, e assim por diante. Quando ndao houver compatibilidade de unidades entre a
taxa e o periodo, é preciso fazer as devidas transformacgodes antes de usar a formula.
Como no sistema financeiro um més tem 30 dias, entdo para transformar:

ataxai O periodo ¢
de dia para més, multiplique a taxa por 30. de dia para més, divida por 30.
de dia para ano, multiplique a taxa por 360. de dia para ano, divida por 360.
de més para ano, multiplique a taxa por 12. de més para ano, divida por 12.
de més para dia, divida a taxa por 30. de més para dia, multiplique por 30.
de ano para més, divida a taxa por 12. de ano para més, multiplique por 12.
de ano para dia, divida a taxa por 360. de ano para dia, multiplique por 360.

E claro que n&do ha necessidade nenhuma em memorizar essa tabela, usando
a légica ou uma regra de trés simples € possivel transformar as unidades sem
consulta.

1° exemplo: Um capital de R$ 7.000,00 foi aplicado durante 6 meses a uma
taxa de juros simples de 0,5% a.m . Calcule os juros e o montante recebido.

Solugdo: Como a taxa e o periodo estdo na mesma unidade, podemos substituir
diretamente na férmula.

j = c.i.t = j =7000.0,005.6 = j =210.

M=¢c+ j=>M=7000+ 210 => M =7210.

Resposta: Juros R$ 210,00 e Montante R$ 7.210,00.

2° exemplo: Um capital de R$ 500,00 foi aplicado durante 18 meses a uma
taxa de juros simples de 24% a.a . Calcule os juros e o montante recebido.

Solugdo: Observe que o periodo é de 18 meses e a taxa e de 24% a.a (ao ano),
portanto, precisamos transformar a taxa ao més ou o periodo ao ano, antes de aplicar a

0,
férmula. Transformando a taxa para ao més: i = %z 2% a.m. Aplicando na férmula:
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j = c.i.t = j=500.0,02.18 = j = R$180,00.
M =c+j =M=500+ 180 = M = R$680,00.

Podemos resolver de outra forma usando o periodo transformado em anos:

j = c.i.t =j=500.0,24.1,5=j =180 = M = 500 + 180 = M = R$680,00.
Resposta: Juros R$ 180,00 e Montante R$ 680,00.

3° exemplo: Eduardo emprestou para o Renato uma quantia de R$ 300,00 a
juros simples. No final dos 3 meses, conforme o combinado, Renato pagou o
montante de R$ 570,00 quitando o empréstimo. Qual a taxa de juros do
empréstimo?

Solugdo: Se o Renato pagou um montante de R$ 570,00 de um capital de R$ 300,00,
entdo os juros foi de j = 570 — 300 = 270. Substituindo este valor com os demais na
formula, temos

J = c.i.t =270=300.i.3 = 270=900.1 :i:%:os = [ =30% a.m.

Resposta: taxa de 30% ao més.

4° exemplo: Um capital de R$ 800,00 foi aplicado a juros simples de 12% a.a
por um determinado periodo, rendendo no final um montante de R$ 864,00. Qual
o periodo da aplicagao?

Solugado: j = 864 — 800 = 64. Substituindo este valor com os demais na férmula,

temos
) ) 12 64
j = c.i.t > 64=800.—t =64=96.t =t=—= 0,666..anos.
100 26

Mas, quanto é 0,666... anos? Basta multiplicar por 12 para termos o periodo em meses

(ou usar uma regra de trés simples): t = 0,666...x12 = 8 meses.

50 exemplo: (ESPM-SP) Um capital aplicado a juros simples de 5% a.m,
triplica o seu valor em:
a) 2 anos e meio
b) 2 anos e 8 meses
c) 3 anos
d) 3 anos e 4 meses
e) 4 anos
Solugédo: Se um capital c triplica o seu valor, entdo o montante M = 3.c.
Ojuroséj =M -c,logo: j =3c -c = 2c.
200c

5
Substituindo na férmula: j = c.i.t = 2c=c.——t =t = = 40 meses.

t = 40 meses = 3 anos e 4 meses (letra d).
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[ EXERCICIOS 3.8 |

1) Um capital de R$ 1.000,00 foi aplicado durante 5 meses a uma taxa de juros
simples de 2% a.m . Calcule os juros e o montante recebido.

2) Um capital de R$ 15.000,00 foi aplicado durante 30 meses, a uma taxa de
juros simples de 8% a.a. Qual o montante recebido?

3) Uma empresa tomou um empréstimo junto a um banco de R$ 30.000,00, a
uma taxa de juros simples de 0,3% a.m para pagamento em 25 dias. Qual o
montante a ser pago?

4)Um cliente financiou a compra de um imdvel no valor de R$ 700.000,00 a
uma taxa de juros simples mensal de 0,2% a ser pago no final de 4 anos. Qual o
valor final do imével?

5)Quanto tempo é necessario para que um capital de R$ 950,00 aplicado a
uma taxa de 144°% a.a, renda de juros R$ 912,007

6)(UF-PI) Uma quantia foi aplicada a juros simples de 6% ao més, durante 5
meses e, em seguida, o montante foi aplicado durante mais 5 meses, a juros
simples de 4% ao més. No final dos 10 meses, o nhovo montante foi de R$ 234,00.
Qual o valor da quantia aplicada inicialmente?

7)(CESPE-UNB) No regime de juros simples, determinado capital investido

durante 2,5 meses produziu o montante de R$ 12.000,00. O mesmo capital,
investido durante 5 meses, no mesmo regime de juros, produziu o montante de R$
14.000,00. Nesse caso, & correto afirmar que esse capital é

a)inferior a R$ 9.400,00.

b)superior a R$ 9.400,00 e inferior a R$ 9.800,00.

c) superior a R$ 9.800,00 e inferior a R$ 10.200,00.

d)superior a R$ 10.200,00 e inferior a R$ 10.600,00.

e)superior a R$ 10.600,00.

8)(ENEM) Uma pessoa aplicou certa quantia em acgdes. No primeiro més, ela
perdeu 30% do total do investimento e, no segundo més, recuperou 20% do que
havia perdido. Depois desses dois meses, resolveu tirar o montante de R$ 3 800,00
gerado pela aplicagao.
a)R$ 4.222,22.
b)R$ 4.523,80.
c)R$ 5.000,00.
d)R$ 13.300,00.
e)R$ 17.100,00.
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3.3.2. Juros compostos

Ao contrario do juro simples, no sistema de juro composto, os juros ao final de
cada periodo s§o incorporados ao capital. E o famoso “juros sobre juros” cobrados
pelos bancos e instituicdes financeiras.

Para fins comparativos, tomemos o mesmo exemplo abordado em juros
simples: o0 montante de um capital de R$ 100,00 emprestado a juros de 10% a.m.
Porém, emprestado agora mediante aos juros compostos.

j =100.10% = 100.0,1 =10,00 == M = 100+ 10 =110,00 =1° més.

Incorporando o juros de R$ 10,00, o capital passar a ser de ¢ = 110,00.

j =110.10% = 110.0,1 =11,00 => M = 110+ 11 =121,00 =2° més.

Incorporando o juros de R$ 11,00, o capital passar a ser de ¢ = 121,00.

j =121.10% = 121.0,1 =12,10. == M = 121+ 12,10 = 133,10 =3° més.
Assim sucessivamente. Veja o quadro com 0S Cinco primeiros meses:

Més 10 20 30 40 50

Valor (R$) 110,00 121,00 133,10 146,41 161,05

A sequéncia do quadro é uma progressdo geomeétrica de razdo 1,1 (Verifique!).
E ndo é por acaso, em todas as operacdes financeiras envolvendo juros compostos,
0s juros sdo incorporados ao capital, resultando em uma progressdo geométrica de
razao (1 + i).

Demonstracao:

j = c.i (19 periodo n) = incorporando o novo capital, temos o montante

M=c+c.i=c(1l +1i).
Paran=2=j = c(1 +1i).i = incorporando o novo capital, temos o montante
M=c(1+D+c(1 +i.i=c(1 +i)2.
Paran=3=j = c(1 +i)%.i = incorporando o novo capital, o montante é
M =c(1 +i)3.

Assim, para n =t = o montante é M = c(1 + i)".
E a sequéncia:(c(1 +i) c(1l +1)?, c(1 +13,..., c(1 +i)t) é uma progressdo
geomeétrica de razdo (1 + i).

M — Montante
M =c(1 +i)t ¢ — o capital
i —a taxa de juros (na forma decimal)

t — o periodo

Convém observar que essa féormula calcula o montante da operacédo financeira,
assim, para o calculo do juros é preciso fazer a diferenca entre o montante e o
capital.
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Veja no grafico ao lado os dois de sistemas de Montante

. . . . Juros compostos
juros: simples e composto. Somente no primeiro

periodo o montante é igual, em todos os demais, o
montante dos juros compostos (em P.G) é superior Juros simples
ao montante dos juros simples (em P.A).

Em termos de fungdes (que veremos nas
unidades seguintes), os juros compostos

representam uma fungdo exponencial e os juros Capital
Periodo

1
'
1
'
1
1
i
1

simples, uma fungao afim.

Taxas equivalentes: A taxa equivalente ao més no juro composto ndo é igual
a taxa ao ano dividido por 12, como acontece no juros simples. Como também, a
taxa ao dia ndo é a mesma taxa ao més dividido por 30, e assim por diante. Isso
porque, no juro composto, os juros sao incorporados ao capital, ndo havendo
proporcao entre as taxas.

Exemplo: Qual a taxa equivalente ao ano de uma taxa ao més de 2%, para
que gere, no juro composto, o mesmo montante sobre o mesmo capital?

Solugdo: M = ¢(1 +i)! = taxaaoano

M =c.(1+ 2/100)'?= taxa ao més capitalizado mensalmente durante um ano.

Como devem gerar o mesmo montante, temos que igualar as equagodes:

. 1+D'=4.(14+2/100)'2 =1 +i=(1,02)'2 (use a calculadora!) =

1+i=1,2682=i =0,2682 (x100) =[i = 26,82%a.al.

Observe que, enquanto a taxa do juro simples de 2% a.m equivale a 12x2 = 24% ao
ano, a taxa do juro composto equivale a 26,82% ao ano.

De uma forma geral, para obtermos taxas equivalentes no juro composto,

. . . . . n
usamos conforme elucidado no exemplo anterior, a igualdade: 1 + i, = (1 + ly) .

29 exemplo: Uma pessoa empresta R$ 300,00 a outra, a juros compostos de
20% a.m para um prazo de 3 meses. Qual o montante a ser pago no final do
periodo?

Solugdo: M =c.(1+i)! > M =300.(1+0,2)2 = M =300.(1,2)%=

M =300.1,728 = M = 518,40.

Resposta: Montante de R$ 518,40.

30 exemplo: A poupancga rende em média 0,5% a.m. Quanto um poupador
tera de saldo daqui a 5 anos, se fizer hoje um Unico depdsito R$ 100,007

Solugado: Claramente os juros sao compostos, pois os juros de cada més sdo
incorporados ao saldo. Entao,

M=c.(1+i'*'= M =100.(1+ 0,005)°° = Obs.: 5 anos = 60 meses

= M = 100. (1,005)%°(usando a calculadora!) = M = 100.1,34885 = M = 134,88.

Resposta: R$ 134,88.
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4° exemplo: (UNESP-SP) Um capital de R$ 1.000,00 é aplicado durante 4
meses.
a) Encontre o rendimento da aplicagdo, no periodo, considerando a taxa de
juros simples de 10% ao més.

Solugdo: j = c.i.t =j =1000.0,1.4 =[j = 400] Resposta: R$ 400,00.
b) Determine o rendimento da aplicagdo, no periodo, considerando a taxa de
juros compostos de 10% ao més.
Solugdo: M =c.(1+i)! =M =1000.(1+0,1)* = M =1000.(1,1)*=
= M =1000.1,4641 > M = 1464,10.

Jj =M -c=1464,10 - 1000 =|j = 464,10|. Resposta: R$ 464,10.

59 exemplo: Um determinado capital foi investido a uma taxa de 9% a.m no
sistema de juro composto, gerando, ao final de 5 meses, um montante de R$
507,74. Qual o capital investido?

Solugdo: M =c.(1+i)t= 507,74 =c.(1+0,09)° = 507,74 = c.(1,09)°

507,74

507,74 =c¢.1,538624 = c=—"""—" =|c = 330,00| Resposta: R$ 330,00.
1,538624

6° exemplo: Qual deve ser a taxa de juros (compostos) de uma aplicagao para
que um capital de R$ 18.000,00 renda R$ 28.818,58 em 5 meses? Use: /2,6= 1,21.

M=C+j
Solucdo: M =c.(1+ i)' = 18.000 + 28.818,58 = 18.000. (1 + )5 =
46.818,58
46.818,58 = 18.000. (1 + )5 = (1+i)=———
18.000

1+i)5=260 > 1+)=%26 = 1+i=1,21 =
i=121-1 = i=0,21 = i=21%. Resposta: R$ 21% a.m.

7° exemplo: (FGV/2012) Um capital de R$10.000,00, aplicado a juro
composto de 1,5% ao més, sera resgatado ao final de 1 ano e 8 meses no montante,

em reais, aproximadamente igual a: Dado: X x10
a) ( )11.605,00 0,8500 0,197
b) ( )12.986,00 0,9850 0,860
c) ( )13.456,00 0,9985 0,985
d) ( )13.895,00 1,0015 1,015
e) ( )14.216,00 1,0150 1,160
Solugéo: 1,1500 4,045

M=c.(1+i*= M = 10000. (1 + 0,015)2° (1 ano e 8 meses = 20 meses) =

M = 10000. ((1,015)*°)"(usando a tabela)
M = 10000. (1,16)%> = M = 10000. 1,3456 = M = 13.456,00 (letra c).
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[ EXERCICIOS 3.9 |

1)A taxa de juros compostos de uma operacgdo financeira é de 12% ao ano.
Qual a taxa dessa operagdo ao més, 1%? Justifique.

2)Um capital de R$ 130.000,00 foi aplicado durante 10 meses, a uma taxa de
juros compostos de 0,1% a.m. Qual o montante recebido?

3)Um banco empresta dinheiro a juro composto de 6,5% a.m. Uma pessoa
efetua um empréstimo de R$ 7.700,00 para pagar em parcela Unica 11 meses apds
o empréstimo. Calcule o montante a ser pago.

4)Um determinado capital foi investido a uma taxa de 40% a.m no sistema de
juro composto, gerando, ao final de 4 meses, um montante de R$ 2804,37. Qual o
capital investido?

5)Qual o rendimento no primeiro ano, de um investimento de R$ 10.000,00
aplicados em um fundo cuja taxa é de 0,7% a.m? Qual a taxa equivalente desse
investimento ao ano?

6)(UNIT) Um capital de R$ 20.000,00 foi aplicado a juros simples, a taxa
mensal de 3,125%, e ao final de 4 meses foi sacado o montante produzido. Esse
montante foi entdo aplicado a juros compostos por um periodo de 2 anos, obtendo-
se ao final desse periodo o montante de R$ 32.400,00.A taxa anual da segunda
aplicagao foi de:
a)30% b) 27,5% c) 25% d) 22,5% e)20%

7)(UNIT) Em 01 de abril de 2003, Janete abriu uma caderneta de poupanca
com a quantia de R$ 800,00. Nos dois meses subsequentes as taxas de rendimento
da poupanca foram de 1,5% e 1,4%. Se nesse periodo ela ndo fez qualquer retirada,
o0 seu saldo no dia 01 de junho de 2003 era:
a)R$ 823,36. b)R$ 827,48 c)R$ 832,34 d)R$ 834,26. e) R$ 836,16

8)(ENEM) Jodo deseja comprar um carro cujo prego a vista, com todos os

descontos possiveis, € de R$ 21.000,00, e esse valor ndao sera reajustado nos
préximos meses. Ele tem R$ 20.000,00, que podem ser aplicados a uma taxa de
juros compostos de 2% ao més, e escolhe deixar todo o seu dinheiro aplicado até
que o montante atinja o valor do carro. Para ter o carro, Jodo deverd esperar:

a) dois meses, e terd a quantia exata.

b) trés meses, e terd a quantia exata.

c) trés meses, e ainda sobrardo, aproximadamente, R$ 225.
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d) quatro meses, e tera a quantia exata.
e) quatro meses, e ainda sobrardao, aproximadamente, R$ 430.

9)Uma maquina agricola custa R$ 120.000,00 hoje, e a cada ano se desvaloriza
5%. Qual o seu valor daqui a 10 anos?

10)(ENEM) Paulo emprestou R$ 5.000,00 a um amigo, a uma taxa de juros
simples de 3% ao més. Considere x o niUmero de meses do empréstimo e M(x) o
montante a ser devolvido para Paulo no final de x meses.

Nessas condicles, a representacdo grafica correta para M(x) é

a d
) M(x) )
M(x)
5000
+ 5000
b) | :
A X
M(x) e)
R 5150
X
c) M(x)
W M(x) T 'X
5000

11)A desvalorizagdo de um bem moével é i% ao ano. Qual o seu o valor d daqui

a t anos, se hoje custa um valor c¢?

12)Jodo comprou R$ 10.000,00 em insumos para sua fazenda. A compra foi a
vista no cartdo de crédito que cobra juros de 10% a.m. Se ele pretende sempre
pagar 30% do valor da fatura todo més, responda:

a) Em quanto tempo a divida estard abaixo de R$ 1000,007?
b) Os valores das faturas mensais estardao em P.A ou P.G?
c) Qual a razao da sequéncia formada pelos valores das faturas mensais?

13)Um empresario deseja comprar uma mercadoria que custa R$ 1000,00 a

vista. Ele pode utilizar o cheque especial do banco que cobra 8% a.m de juros
imediatos, ou o cartao de crédito que cobra 10% de juros, apds 30 dias da compra.
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Qual das duas modalidades de crédito, cheque especial ou cartdo de crédito ele
deve usar, se a pretensdo é quitar a divida em 6 meses, pelo menor valor?

14)Um fazendeiro pretende adquirir uma maquina agricola que custa R$
100.000,00. Para isso, ira fazer aplicacbes em um fundo de investimento que rende
2% a.m. Em quanto tempo ele tera o montante suficiente para aquisicdo da
maquina, se:
a) Investir R$ 90.000,00 uma Unica vez?
b) Investir R$ 10.000,00 todos os meses?

15)Uma empresa reajusta os salarios dos seus empregados de acordo com as

taxas de inflagdo. Se em trés anos consecutivos, a taxa de inflagdo foi de 10% a.a.,
qual o percentual de aumento salarial dos seus empregados, nesse periodo?
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4. ESTATISTICA BASICA

A Estatistica é a area da Matematica que estuda dados numéricos sobre
fendmenos naturais, econdmicos, sociais, entre outros. Indispensavel em muitas
ciéncias, ela possui métodos de andlise de dados (deterministicos ou aleatdrios),
graficos e outras ferramentas que auxiliam ndo sé na andlise e interpretagao das
informacgbes, como também na percepgdo de tendéncias e probabilidades de ocorrer
eventos, contribuindo assim para a tomada de decisdes em diversas situagdes.

Como exemplo de sua importancia e aplicagdo também nas ciéncias agrarias,
temos a regressdo linear, quadratica, exponencial e logaritmica, que veremos nas
unidades sobre essas fungdes adiantes, além das medidas de tendéncia central e
medidas de dispersdo, que estdao nessa unidade.

4.1. Conceitos iniciais

Populagao: Eo conjunto de dados de todas as medidas relativas ao estudo.

Exemplo: Pretende-se saber se alguma empresa de uma regido possui algum
tipo de acessibilidade. O conjunto de todas as informagdes inerentes a esse estudo,
é denominado de populagao.

Amostra: E um subconjunto (uma parte) da populagdao usada para obter
informacoes.

Exemplo: Suponha que uma pesquisa pretenda descobrir a porcentagem de
pessoas de uma determinada regido que consome bebida alcdolica. Diante da
impossibilidade de entrevistar todas as pessoas dessa regidao (populagao), faz-se
entdo, a entrevista e andlise apenas de uma parte (de uma amostra).

Censo: E 0 exame completo de toda populagdo. Na pratica, esse exame muitas
vezes nao acontece. Utilizam-se amostras bem maiores para conclusdes mais
confiaveis.

Exemplo: Suponha que uma pesquisa pretenda descobrir as intensdes de voto
para um candidato A ou B, em um pleito eleitoral. O censo, nesse caso, € inviavel
restando ao pesquisador a analise apenas de uma amostra da populagdo. Quanto
maior essa amostra maior sera o nivel de confianga da pesquisa.

Tabela: E um quadro que resume um conjunto de observagdes. Uma tabela
compde-se normalmente de: titulo, cabegalho, corpo e fonte.



4.2. Medida de tendéncia central

E um parametro (ou valor) que melhor representa um conjunto de dados ou
uma tendéncia, identificando um valor central dentro do conjunto. S5o eles: a média
aritmética, média aritmética ponderada, moda e mediana.

4.2.1. Média Aritmética (M)

Também denominada de valor médio, a média aritmética é valor obtido pelo
quociente da soma de todos os dados por sua quantidade.

— X1+X2+X3+X4+ ...+ Xp i
M = Ou — Zi
n M =

n
1%

b~

Por exemplo: A média aritmética dos niumeros 5, 14 e 32 é

_ b T S o 5414432 51 —
= rXelXs  STIATIZ DL (7= 17

29 exemplo: Os precos do milho por saca entre os anos ¢ ilustrada na tabela

a seguir:

Ano R$ por saca Alta anual Alta acumulada
2010 RS 21,6 - -

2011 RS 30,3 11% 41%

2012 RS 29,9 -2% 39%

2013 RS 27,1 -9% 25%

2014 RS 27,0 0% 25%

2015 R$ 29,1 8% 35%

2016* RS 45,2 55% 109%

) esidiab \LQ ( o Fonte: (FORMICONI, 2016)

Qual o preco médio por saca nesse periodo?

Solugao:
= Xi+ X3+ Xz + x4+ X5 + Xg + Xy
- 7
= 21,6 430,34 29,9427, 1.+ 27,0 291 +-45,2 210,2 —
M = = =— =|M = 30,2{

4.2.2. Média Aritmética Ponderada (M,)

E o quociente da soma dos produtos dos valores com seus respectivos pesos,
pela soma dos pesos.

X1. py+x,. Pyt+a3. p3txg. Pyt .t Xn. P,
Rt Dol Dot Dot Do

P=

| 138



Por exemplo: Na avaliagdo de uma turma, cinco alunos tiraram nota 9, trés
alunos nota 5 e doze alunos nota 4. Qual a nota média da turma?

= 7 9.5+5.3+4.12 108 —
Soluggio: M, = =5 o= = 55 = [My = 54]

4.2.3. Moda (M,)

E o valor que ocorre com maior frequéncia (mais vezes) num conjunto de
dados.

Exemplo: Temos na tabela abaixo a idade (em anos) de 9 alunos de uma
turma:

15 23 17 21 20
17 22 16 14 50

A moda é M, = 17, pois é o nimero que ocorre com maior frequéncia (duas vezes).

Denominamos o conjunto de dados desse exemplo de unimodal, pois
apresenta apenas um valor que ocorre mais vezes, isto €, uma moda.

Nos conjuntos em que ha dois valores que ocorrem com maior frequéncia (duas
modas), denominamos de bimodal. Quando ha trés valores que ocorrem com maior
frequéncia (trés modas), denominamos de trimodal. E nos casos em que ha quatro
ou mais modas, denominamos de conjunto multimodal. E possivel ainda que em
um conjunto de dados ndo haja valores com maior frequéncia. Nesse caso,
denominamos de conjunto amodal.

4.2.4. Mediana (M)

E o valor que ocupa a posicdo central em um conjunto de dados ordenados.
Quando o numero de dados for par, a mediana € a média aritmética dos valores
centrais, quando o niumero de dados for impar, a mediana é exatamente o numero
central (que estd no centro dos dados ordenados).

Exemplo: Colocando as idades dos alunos do exemplo anterior, em ordem
crescente, temos: 14, 15, 16, 17, 17, 20, 21, 22, 23, 50.
Uma vez que o numero de dados é par (sdao 10), a mediana sera a média aritmética

17420
dos valores centrais: 17 e 20, ou seja, My :T =18,5.

20 exemplo: A seguir estdo os indicadores dos pregos CEPEA/ESALQ da saca
de 60kg de café, em S&o Paulo. Qual a mediana dos pregos?
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Jul/10 302,36
Ago/10 313,93
Set/10 328,23
Out/10 327,15
Nov/10 355,51 Fonte: (CEPEA/ESALQ, 2010)

Solugdo: Como o numero de dados é impar (sdo 5), a mediana sera o valor central

em ordem crescente: 302,36 ; 313,93 ; B2l ; 328,23 ; 355,51, ou seja, M;=327,15.

4.3. Medida de dispersao

As medidas de dispersdao na estatistica medem o grau de variabilidade (ou
dispersdo) dos dados em relagdo a média, isto é, indicam o qudo proximos ou
afastados estdo os dados em relacdo a média do conjunto.

Por exemplo: Em um trabalho de pesquisa de modelagem matematica no
cultivo do alface, foram coletadas as seguintes medidas do didmetro da cabeca de
dois canteiros com doses diferentes de nitrogénio, cujas amostras estdo a seguir.

Canteiro A 1,7 cm 7,2 cm 4,2 cm 3,1 cm

Canteiro B 4,0 cm 4,2 cm 3,9 cm 4,1 cm

Veja que em ambos os canteiros a média aritmética é igual a 4,05 cm. O que
pressupde, analisando apenas essa média como parametro, que uma possivel
tomada de decisdo em ambos os canteiros deve ser a mesma. Porém, se o
parametro técnico for a regularidade (ou homogeneidade) dos tamanhos dos
diametros da cabeca, a amostra coletada do canteiro B € mais regular que o canteiro
A, e provavelmente, decisdes diferentes devem ser tomadas em cada canteiro.

A seguir veremos os parametros que medem essa regularidade ou de forma
contraria, a dispersdo dos dados em relacdo a média aritmética.

4.3.1. Desvio Médio (D,,)

E a média aritmética do mddulo dos desvios®.

|y — M|+ |x; — M|+ |x3— M|+ ...+ |x,, — M|
n

D,, =

No exemplo anterior, temos para o canteiro A:
|x; — M|+ |x; — M|+ |x3— M|+ ...+ |x, — M|

... =
m T

> Denominamos de desvio, a diferenca entre um dado e a média aritmética do conjunto.
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|1,7 — 4,05| + |7,2 — 4,05| + |4,2 — 4,05| + |3,1 — 4,05|

D,, =

4
— |~235] & [H16]+(R15] + |-95] O moddulo de um ntmero,
4 também  chamado de  wvalor
2,35+ 3,15+ 0,15 + 0,95 6,6 absoluto, ¢ o scu valor sem o sinal.
m = 2 oS "aa 1,65. Ver defini¢do 17.2.1.

Para o canteiro B:
|4 — 4,05| + |4,2 — 4,05| +|3,9 — 4,05| + |4,1— 4,05]

B 7
|-0,05] + [0,15| +|—0,15]| + ]0,05]|
D, =
4
0,05+ 0,15+ 0,15 + 0,05 0,4
= 3 e 0,1.

Comparando os dois desvios médios, vemos que o desvio médio calculado para
o canteiro B, estd mais proximo de zero. O que indica que de fato, os dados estdo
mais proximos da média aritmética (mais regulares) ou se preferir, os dados estdo
menos dispersos em relacdo a média aritmética.

4.3.2. Variancia (V)

E um parametro que também serve para expressar o quanto um conjunto de
dados se aproxima ou desvia da média aritmética. Porém, o seu valor & dado pela
meédia aritmética dos quadrados dos desvios.

(s — M) + (xp — M)? + (x5 — M)? + - (x,, — M)?
n

=

4.3.3. Desvio Padrao (D,)

E a raiz quadrada da variancia.

e O

Vamos calcular a variancia e em seguida o desvio padrdo do exemplo anterior.
e Para o canteiro A,
(g — M)?2+ (x; — M)?+ (x3— M)?>+ ...+ (x, — M)?
n
(1,7 — 4,05)2+ (7,2 — 4,05)>+ (4,2 — 4,05)>+ (3,1 — 4,05)?
4

=

V=
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v (—2,35)2 + (3,15)2 + (0,15)2 + (—0,95)2
- 4

5524+ 992+ 0,02+ 09 16,36
4 __

4

D,=+vV = D,=./4,09 =[D,=2,02]

e Para o canteiro B,
(1 — M)2+ (x; — M)?2+ (x3— M)?>+ ...+ (x, — M)?

V= n
v (4 — 4,05)2 + (4,2 — 4,05)2+ (3,9 — 4,05)2+ (3,1 — 4,1)?
4
v (=0,05)? + (0,15)? + (—0,15)2 + (—1)?
4

1,0475
V=220 S [=o0267]
D,=+V = D,=,/0262 = [D,=0,51]

Assim como acontece com o desvio o médio, quanto mais préoximo de zero for

o desvio padrao, mais regular serao os dados.

20 exemplo: A seguir estdo os precos médios mensais do sorgo granifero em

1998, no estado de Sao Paulo.

Ano\Prego jan fev mar abr maio
1998 6,30 | 5,74 | 5,36 5,25 5,74

Fonte: (TSUNECHIRO e MARTINS, 2003)

Calcule o desvio padrao desses valores.

Solugao:
_ 6,30 + 5,74+ 5,36 + 5,25 + 5,74 28,39
M = = = 5,68.
5 5
v (1 — M)?2+ (xp — M)?2+ (x3— M)?>+ ...+ (x, — M)?
n
_ (6,3 — 5,68)? + (5,74 — 5,68)% + (5,25 — 5,68)% + (5,25 — 5,68)? + (5,74 — 5,68)?
V= 5
v (—0,62)2 + (0,06)2 + (—0,32)2 + (—0,43)2 + (0,06)2
5
Ve 0,3844 + 0,0036 + 0,1024 + 0,1849 + 0,0036
5

0,6789
vV=—"——=[V=0136]
D, =+vV= D,=,/0,136 =[D, = 0,37|
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4.4. Calculo de medidas de tendéncia central e dispersao
usando planilha eletronica

Como demonstragao iremos utilizar o Microsoft Excel 2013. Em uma planilha
em branco qualquer digite os valores da tabela. Como exemplo, vamos utilizar os
dados do exemplo anterior.

E10 v | : f"

A B C D E F G
1
2 2:0\Pre jan fev mar abr maio
3 1998 6,3 5,74 5,36 5,25 5,74
4
5

Na célula escolhida digite *=meédia” e selecione os dados:

- Ano\Pre |. P = .
MOIA . <o Jjan ev mar apr mailo
&) MEDIA.GEOMETRICA 1998 16,3 5,74 _ [5,36 ___|5,25 _|5,74

() MEDIA.HARMONICA
) MEDIAINTERNA

=

) MEDIAA i i
() MEDIASE =MEDIA(C3:G3)
) MEDIASES MEDIA(RGM1; [nim2]; ..)

O resultado da média serd apresentado, apds o ENTER.

w

Para o calculo da mediana. Digite na célula escolhida “=MED” e em seguida,

selecione os dados.

sgo\Pre jan fev mar abr maio
1998 6,3 5,74 5,36 5,25 5,74

5,678
=MED(C3:G3)

O resultado da mediana serd apresentado, apds o ENTER.

Da mesma forma, digite “=MODO.UNICO” na célula escolhida e em seguida
selecione os dados. Apds o ENTER, o software mostrara o valor da moda.

Para calcular o desvio médio, Digite na célula pretendida “=DESV.MEDIO” e
selecione o intervalo. Apds o ENTER, o software mostrara o valor do desvio médio.
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::\:o\Pre jan fev mar abr maio

1998 6,3 5,74 5,36 5,25 5,74
5,678 média

f 5,74 mediana

I 5,74 moda

=DESV.MEDIO(C3:G3)

Quanto a variancia, digite “=VARPA", selecione os dados e tecle ENTER.

Ano\Pre fev mar abr maio

jan

co

1998 6,3 5,74 5,36 5,25 5,74

Para o desvio

ENTER.

Os resultados
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5,678 média
5,74 mediana
5,74 moda

0,2984 desvio médio

r
=VARPA(C3:G3)

padrao, digite: “=DESVPAD.P”, selecione

Ano\Pre |.
jan
co

1998 6,3 5,74 5,36 5,25 5,74

fev mar abr maio

5,678 média
5,74 mediana
5,74 moda
0,2984 desvio médio
" 0,135776 variancia
=DESVPAD.P(C3:G3)

o

intervalo e tecle

5,678 média
5,74 mediana

serdao esses na planilha: v 5,74 moda

" 0,135776 variancia

0,2984 desvio médio

" 0,368478 desvio padrio




NOCOES ELEMENTARES

4.5. Calculo de média aritmética, desvio padrao e
variancia usando calculadora cientifica

19 - Inicialmente, zere a memodria e as configuragdes da calculadora tecle:
W A=AE
QL @

20 - Tecle: ﬁ a (corresponde a estatistica).

30 - Digite os numeros usando ponto no lugar de virgula, exemplo do primeiro

numero (6,3) e tecle em M+.

B - B Aparecera n = 1 na tela;

40- Quando digitar o segundo nimero e teclar em M+ aparecerda n = 2 na tela
e assim sucessivamente. Continua o processo até o ultimo numero.

50 - Ao término da inclusdo dos nimeros (apds o M+ do ultimo ndmero), tecle:
[ e, . ~ .
‘1 aparecera as opcdes da figura 4.5.1;
E

60 - Para calcular a média aritmética, tecle: n (e o visor mostrara a
média: 5,678 - figura 4.5.2);

~ [N ;
80 - Para voltar as opgoes, tecle s« e a calculadora voltara para a tela
|

da figura 4.5.1;

90 - Tecle a B para o desvio padrdo e a calculadora mostrara o
valor que esta na figura 4.5.3.

Para calcular a variancia, tecle B (para elevar ao quadrado).

CODDD{
(]t to ] o] iec
\ ] 157] w60 ) )
00006
OEOE

Figura 4.5.1 Figura 4.5.2 Figura 4.5.3
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[ EXERCICIOS 4.1 I

1)Calcule a média, a moda, a mediana e os desvios (médio, varidncia e padrao)
dos seguintes valores:

a)|58|62‘83‘55‘61|80|58|70|71|77|

by L 5 [ 3] -2 |1 ]o] -3 ]T21]1]5]

c) [100]150[320[380[120[100][150[130] 100 ] 350 |

d) [50,5[130,2[49,5[35,7[45,4[33,4(49,4[45,4[35,7[30,2[49,4[49,5]

2) (ENEM)Na tabela, sdo apresentados dados da cotagdo mensal do ovo extra
branco vendido no atacado, em Brasilia, em reais, por caixa de 30 dlzias de ovos,
em alguns meses dos anos 2007 e 2008.

Més Cotacgao Ano
Outubro R$ 83,00 2007
Novembro R$ 73,10 2007
Dezembro R$ 81,60 2007
Janeiro R$ 82,00 2008
Fevereiro R$ 85,30 2008
Margo R$ 84,00 2008
Abril R$ 84,60 2008

De acordo com esses dados, o valor da mediana das cotagbes mensais do ovo
extra branco nesse periodo era igual a
a) R$ 73,10.
b) R$ 81,50.
c) R$ 82,00.
d) R$ 83,00.
e) R$ 85,30.

3)A Tabela a seguir apresenta os precos médios anuais da soja, em valores
nominais, segundo indicador Cepea/Esalq (base Paranagua-PR) e a respectiva
variagdo anual e acumulada de precgos, de 2007 a parcial de 2018 (até 22 de maio).

Calcule a média, a moda, a mediana e os desvios (médio, variancia e padrao)
dos precos da saca da soja no periodo entre 2007 e 2018.
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Ano Soie
R$/sc. Var.ano  Var.acum.
2007 RS 37,2 - -
2008 RS 48,5 30,4% 30,4%
2009 RS 47,9 -1,3% 28,7%
2010 RS 42,2 -11,8% 13,5%
2011 RS 49,0 16,1% 31,9%
2012 RS 69,1 41,0% 86,0%
2013 RS 69,0 -0,2% 85,6%
2014 R$ 67,2 -2,5% 80,9%
2015 R$ 72,6 8,0% 95,4%
2016 RS 81,4 12,0% 118,9%
2017 R$ 71,3 -12,4% 91,8%
2018 R$ 79,5 11,5% 113,8%
2018: pregos parciais até 22-mai

Fonte: (FORMICONI, 2018)

4)(ENEM) Uma equipe de especialistas do centro meteoroldégico de uma cidade

mediu a temperatura do ambiente, sempre no mesmo hordrio, durante 15 dias

intercalados, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de procedimento é

frequente, uma vez que os dados coletados servem de referéncia para estudos e

verificagdo de tendéncias climaticas ao longo dos meses e anos. As medicles

ocorridas nesse periodo estdo indicadas no quadro:

Em relacdo a temperatura, os valores da média,

respectivamente, iguais a

mediana e moda sao,

a) 17°C, 17°C e 13,5°C. Dia do més Temperatura (em °C)
b) 17°C, 18°C e 13,5°C. L o5
c) 17°C, 13,5°C e 18°C. 3 14
d) 17°C, 18°C e 21,5°C. = 155
e) 17°C, 13,5°C e 21,5°C. 4 18
9 19,5
11 20
13 135
15 135
17 18
19 20
21 18,5
23 135
25 215
27 20
29 16
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5)(FGV) A tabela abaixo representa a distribuicdo de frequéncia dos salarios de
um grupo de 50 empregados de uma empresa, em certo més. O saldrio médio
desses empregados, nesse més, foi de:

a)R$ 2 637,00 _
b)R$ 2 520,00 Numero da classe | Salario do més —R$ Hiimsio-de
empregados
c)R$ 2 500,00 1 1 000 — 2 000 20
d)R$ 2 420,00 2 2000 — 3 000 18
e)R$ 2 400,00 3 3000 — 4 000 9
4 4000 — 5000 3

6)(FGV) Sejam os numeros 7, 8, 3, 5, 9 e 5 seis nUmeros de uma lista de nove
numeros inteiros. O maior valor possivel para a mediana dos nove numeros da lista
é
a)5
b) 6
c)7
d) 8
e) 9

7)Um projeto de pesquisa sobre agricultura familiar, revelou uma amostra de
30 agricultores de uma regido e as respectivas quantidade de filhos:

N©° de
. 2 5 1 2 8 | 10| 2
agricultores
Quantidade
. 7 5 8 4 3 2 1
de filhos

Calcule a média, a moda, a mediana e os desvios médio e padrdo da quantidade
de filhos dessa amostra.

8)Ao0 calcular o saladrio médio bruto de seus 19 funcionarios, um empresario
nao sabia da existéncia de um funcionario novato, e erroneamente calculou a média
de R$ 1400,00. Se o salario médio correto dos 20 funcionarios é R$ 1450,00, qual
é o valor do salario do funcionario novato?

9)Comparando dois conjuntos de dados, aquele que apresenta maior
homogeneidade nas informacgdes, € o conjunto que obrigatoriamente:
a) Apresenta média aritmética maior;
b) Apresenta média aritmética menor;
c) Apresenta desvio padrao menor;
d) Apresenta desvio médio maior;
e) Apresenta variancia maior.
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4.6. Analise de graficos

Os gréficos servem para transmitir as informacgdes de forma clara e objetiva de
certa pesquisa ou de dados estatisticos. Normalmente essas informacgdes estdo
relacionadas a fenbmenos da nossa sociedade ou situagdes do nosso dia a dia. Os
principais elementos de um grafico sdo:

e Titulo: geralmente é uma frase curta e chamativa, com o objetivo de chamar
a atencgao do leitor.

e Subtitulo ou texto explicativo ou legenda: indispensavel para a
compreensdo do grafico, aborda o conteldo ou assunto, quais as unidades de
medida adotadas, quando e aonde foi feita a pesquisa.

e Fonte: identifica o 6rgdo ou instituicdo que fez a pesquisa de dados. A fonte
valida a pesquisa e permite que o leitor confie nas informacgdes.

Os tipos graficos mais utilizados estdo nos exemplos a seguir.

19 exemplo (grafico de colunas): (ENEM) Em um estudo feito pelo Instituto
Florestal, foi possivel acompanhar a evolugdo de ecossistemas paulistas desde
1962. Desse estudo publicou-se o Inventario Florestal de Sdo Paulo, que mostrou
resultados de décadas de transformacgdes da Mata Atlantica.

Area de vegetacao natural

(em mil km?)

72,6
439
. ] ]

1962-1963  1971-1973  1990-1992  2000-2001

(Fonte: Pesuisa.91, Sdo Paulo: FAPESP, set/2003. p.48.

Examinando o grafico da area de vegetagdo natural remanescente (em mil
km?2) pode-se inferir que

a) a Mata Atlantica teve sua area devastada em 50% entre 1963 e 1973.
No grafico ndo ha dados sobre esse periodo. Observe que ha intervalos somente de
1962-1963 e 1971-1973.

b) a vegetagdo natural da Mata Atlantica aumentou antes da década de 60,
mas reduziu nas décadas posteriores.
No grafico ndo ha dados sobre esse periodo, observe que o menor valor do grafico é

o intervalo 1962-1963, entdao nao podemos afirmar nada sobre intervalos anteriores.

149 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CON l'EX'l'UAl.IZAQ;\O - MODELAGEM - TECNOLOGIA

c) a devastagdo da Mata Atlantica remanescente vem sendo contida desde a
década de 60.

Nao houve contencgao, os valores sdao decrescentes em relagao ao valor inicial: 72,6 =
43,9 = 33,3 = 34,6.

d) em 2000-2001, a area de Mata Atlantica preservada em relagdo ao periodo
de 1990-1992 foi de 34,6%.

34,5
3=1,03 =1,03-1= 0,03 = 3%.

e)a area preservada da Mata Atlantica nos anos 2000 e 2001 é maior do que a
registrada no periodo de 1990-1992.
Resposta certa. Em 2000-2001 foi de 34,6 e 1990-1992 foi de 33,3.

Errado, o valor correto é

20 exemplo (grafico de barras): (ENEM) Em sete de abril de 2004, um jornal
publicou o ranking de desmatamento, conforme o grafico, da chamada Amazb6nia
Legal, integrada por nove estados. Considerando-se que até 2009 o desmatamento
cresceu 10,5% em relagdo aos dados de 2004, o desmatamento médio por estado
em 2009 estad entre:

a)100km?2 e 900km?2

b)1000km=2 e 2700km?2
c) 2800km2 e 3200 km=2
d)3300km2 e 4000km?2
e)4100km2 e 5800km=2

Ranking do desmatamento em km?

12 Mato Grosso | 10416
29 pard R /203
32 Rondonia |G 3463
42 Amazonas [ 797
59 Maranhio 766
62Acre [l 549
72 Roraima - 326

82Tocantins 1136

92 Amapd | 4

Solugao: O desmatamento médio por estado em 2004 era

10416 + 7293 + 3463 + 797 + 766 + 549 + 326 + 136 + 4

5 = 2638,90.
Com o aumento de 10,5%, temos: 2638,9.1,105 = 2916,0 km? (letra c).

3° exemplo (grafico de linhas): (ENEM) Dados da Associagao Nacional de
Empresas de Transportes Urbanos (ANTU) mostram que o niumero de passageiros
transportados mensalmente nas principais regides metropolitanas do pais vem
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caindo sistematicamente. Eram 476,7 milhGes de passageiros em 1995, e esse
numero caiu para 321,9 milhdes em abril de 2001. Nesse periodo, o tamanho da
frota de veiculos mudou pouco, tendo no final de 2008 praticamente o mesmo
tamanho que tinha em 2001. O grafico a seguir mostra um indice de produtividade
utilizado pelas empresas do setor, que é a razdo entre o total de passageiros
transportados por dia e o tamanho da frota de veiculos.

Supondo que as frotas totais de veiculos naquelas regides

Capitais Brasileiras — Sistema de Onibus Urbanos*
Passageiros Transportados por Veiculos/dia**

1995 a 2008

650 &
2 600
3 569 568
8 cep 581
3 555\ so06
m 506 63
2 450 N ]
s AMA:W 410 N

400 1 a5 404 410 415 411

* Sao Paulo, Rio de Janeiro, Belo Horizonte, Recife. Porto Alegre, Salvador, Fortaleza, Curiliba e Goiania
** Passageiro tolal mensal/frota/25

metropolitanas em

abril de 2001 e em outubro de 2008 eram do mesmo tamanho, os dados do grafico
permitem inferir que o total de passageiros transportados no més de outubro de

2008 foi aproximadamente igual a

a)
b)
c)
d)
e)

355 milhdes
400 milhoes
426 milhoes
441 milhdes
477 milhdes

Solugao: Como a razdo entre o total de passageiros e o tamanho da frota sdo

aproximadamente iguais nos meses de abr/01 e out/08, temos

321,9 milhoes
tamanho da frota em abri/01 -
Y —
tamanho da frota em out/08

400.

441.

Segundo o texto, o tamanho da frota em abr/01 é praticamente igual ao tamanho da

frota em out/08, desta forma

o5 = e = 355 milhes(l
321,9 — 441 =y = 400-321.9 = 355 milhdes(letra a).
400

4° exemplo (grafico de areas): (ENEM) A racionalizagdo do uso da
eletricidade faz parte dos programas oficiais do governo brasileiro desde 1980. No

entanto, houve um periodo critico, conhecido como “apagdo”, que exigiu mudancas

de habitos da populagdo brasileira e resultou na maior, mais rapida e significativa
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economia de energia. De acordo com o grafico, conclui-se que o “apagdo” ocorreu

no biénio A A
a) 1998-1999. 004 CONSUMO DE ELETRICIDADE :ggg
3504 1350
b) 1999-2000. NO BRASIL

c) 2000-2001.
d) 2001-2002.
e) 2002-2003.

Balango Energético Nacional. Brasilia: MME, 2003adaptado)

Solugao: Percebe-se apenas um decréscimo no grafico que esta no intervalo 2000-
2001 (letra c).

50 exemplo (grafico de pizza): (ENEM) Moradores de trés cidades, aqui
chamadas de X, Y e Z, foram indagados quanto aos tipos de poluicdo que mais
afligiam as suas &reas urbanas. Nos graficos abaixo estdo representadas as
porcentagens de reclamacgodes sobre cada tipo de poluicdo ambiental.

X - Y 7% 2
30% 24% 12% 2%
40%
0%
12%
23%
36% 23%
34% 1%

:I Poluicdo do ar |:] Dejetos téxicos
) | Poluigdo sonora
D Esgoto aberto [ txo

Considerando a queixa principal dos cidaddaos de cada cidade, a primeira
medida de combate a poluicdo em cada uma delas seria, respectivamente:
X Y z

(A) Manejamento de lixo Esgotamento sanitario

Controle de emissdo de gases

(B) | Controle de despejo industrial Manejamento de lixo Controle de emissdo de gases

(c) Manejamento de lixo Esgotamento sanitario Controle de despejo industrial
(D) | Controle de emissdo de gases | Controle de despejo industrial

Esgotamento sanitario

(E) | Controle de despejo industrial Manejamento de lixo Esgotamento sanitario

Solugao: No griafico X, a porcentagem maior (34%), segundo a legenda, refere-se
aos dejetos toxicos. No grafico Y, a porcentagem maior (40%) refere-se ao lixo. E no grafico

Z, a porcentagem maior (36%) refere-se ao esgoto aberto. Dessa forma, a resposta certa é
sinonimamente, a letra E.
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[ EXERCICIOS 4.2 [

1)(ENEM) Foram publicados recentemente trabalhos relatando o uso de fungos
como controle biolégico de mosquitos transmissores da malaria. Observou-se o
percentual de sobrevivéncia dos mosquitos Anophelessp apds exposicdo ou ndo a
superficies cobertas com fungos sabidamente pesticidas, ao longo de duas
semanas. Os dados obtidos estdo presentes no grafico ao lado. No grupo exposto
aos fungos, o periodo em que houve 50% de sobrevivéncia ocorreu entre os dias

a)2e4.

100 -
b)4 e 6. @

Z 80
c)6 e 8. 2
d)8 e 10. 5 60 1
e)10 e 12. £ 40

>

2 20

8

£ o

0 2 4 6 8 10 12 14
Dias apds exposigao

- - -® - - Mosquitos expostos —— Mosquitos ndo expostos

2)(ENEM) O grafico abaixo foi extraido de matéria publicada no caderno
Economia & Negdcios do jornal O Estado de S. Paulo, em 11/6/2006. E um titulo
adequado para a matéria jornalistica em que esse grafico foi apresentado:

a)Brasil: inflagdo acumulada em 12 meses menor que a dos EUA.

b)Inflagdo do terceiro mundo supera pela sétima vez a do primeiro mundo.

c)Inflagdo brasileira estavel no periodo de 2001 a 2006.

d)Queda no indice de precgos
Inflagdo - acumulado em 12 meses no Brasil e nos

a0 consumidor no periodo 2001~ EUA, segundo indices de pregos ao consumidor
2005.
e) EUA: ataques terroristas — BRASIL - IPC-FIPE* - EUA- CPI

causam hiperinflagdo. EM PORCENTAGEM

16,00

14,00 o~

12,00 \

10,00 ) \

8,00 /i \

s, /1 r\vl 3

4,00 ¢

[ W :
2,00 P F :
o T o 2%7
0
2001 2002 2003 3004 2005 T

* Indice de Pregos ao Consumidor daFIPE —  ** Consumer Price Index
Fonte: Fundagdo Institulo de Pesquisas Econdmicas (FIPE)
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3)(ENEM) Uma pesquisa de opinido foi realizada para avaliar os niveis de
audiéncia de alguns canais de televisao, entre 20h e 21h, durante uma determinada
noite. Os resultados obtidos estdo representados no grafico de barras ao lado:

O numero de residéncias atingidas nessa pesquisa foi aproximadamente de:

a)100
100

b)135 8
c)150 § 80

o
d)200 3 o
e)220 b

© 40

<]

[T}

E 201 —

TvA TvB TvC TvD Nenhum
canal

4)A percentagem de entrevistados que declararam estar assistindo a TvB, na
questdo anterior, é aproximadamente igual a:
a)15% b)20% c)22% d)27% e)30%

5)(ENEM) O grafico abaixo mostra a area desmatada da Amazbnia, em km?2, a
cada ano, no periodo de 1988 a 2008.

As informagdes do grafico indicam que

a)o maior desmatamento ocorreu em 2004.

b)a drea desmatada foi menor em 1997 que em 2007.

c)a area desmatada a cada ano manteve-se constante entre 1998 e 2001.

d)a area desmatada por ano foi maior entre 1994 e 1995 que entre 1997 e
1998.

e)o total de drea desmatada em 1992, 1993 e 1994 é maior que 60.000 km?2.

km?

A
30000

20000

10000

BRASIL. Ministério do Meio Ambiente.
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6)(ENEM) O numero de individuos de certa populagdo é representado pelo
grafico abaixo.
Em 1975, a populagdo tinha um tamanho aproximadamente igual ao de:

a)1960 4
10

b)1963 s |
c)1967 2 s
d)1970 g 7

2 6 -
e)1980 1

2

3 4

E 3

32 NN

‘ | ~
1940 1950 1960 1970 1980 1990 Vt(anos)

7)(ENEM) Para conseguir chegar a um numero recorde de produgdo de ovos de
Pascoa, as empresas brasileiras comegam a se planejar para esse periodo com um
ano de antecedéncia. O grafico a seguir mostra o niumero de ovos de Pascoa
produzidos no Brasil no periodo de 2005 a 2009. De acordo com o grafico, o biénio

que apresentou maior produgao acumulada foi

a) 2004-2005. &gs
b) 2005-2006. ‘
c) 2006-2007. rrogionecoroe 107 P
d) 2007-2008. iy

e) 2008-2009. %

milhoes

Revista VeJa. S§0 Paulo: Abril, ed. 2107, n° 14, ano42.

8)(ENEM) Segundo um especialista em petrdleo (Estado de S. Paulo, 5 de
margo de 2000), o consumo total de energia mundial foi estimado em 8,3 bilhdes
de toneladas equivalentes de petrdleo (tep) para 2001. A porcentagem das diversas
fontes da energia consumida no globo é representada no grafico.

Segundo as informagdes apresentadas, para substituir a energia nuclear
utilizada é necessario, por exemplo, aumentar a energia proveniente do gas natural
em cerca de
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a) 10%.
— 50
b) 18%. % petréleo
C) 25%. g 40
d) 33%. s 30 carvdo
. 2 gés
e) 50%. g 20
7]
s 10 nuclear hidrelétrica outros
S
n

Fontes de energia

9)(ENEM) Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de uma cidade, no
qual foram anotados os valores, em reais, das didrias para um quarto padrdao de
casal e a quantidade de hotéis para cada valor da diaria. Os valores das diarias
foram: A = R$ 200,00; B = R$ 300,00; C = R$ 400,00 e D = R$ 600,00. No gréfico,
as areas representam as quantidades de hotéis pesquisados, em porcentagem, para
cada valor da diaria.
O valor mediano da diaria, em reais, para o quarto padrdo de casal nessa
cidade, é
a) 300,00.
b) 345,00.
c) 350,00.
d) 375,00.
e) 400,00.

25%
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5. NOGCOES DE FUNGAO

Para entender o significado de funcdo, vamos analisar duas tabelas que
representam a relagao entre duas grandezas.

Tabela 5.1: Mostra os precos da polpa do acai de acordo com a quantidade de
litros.

Tabela 5.2: Mostra a quantidade de arame necessaria para cercar, com quatros
voltas, um terreno retangular de acordo com a sua area.

Litros Prego (R$) Arame (m) Area (m?2)
1 8,00 800 2.500
1,5 12,00 1600 10.000
3 24,00 2400 22.500
5 40,00 4800 80.000
Tabela 5.1 Tabela 5.2

Observe que ha uma “dependéncia” entre o preco e a quantidade de litros da
polpa de acgai, assim como, entre a quantidade de arame e a area do terreno, e a
essa “dependéncia” denominamos de relagdo. O mesmo acontece em outras
situagbes do dia-a-dia, ao comprar um produto numa loja com desconto, por
exemplo, o valor a ser pago depende do valor do desconto e da forma de
pagamento, o preco de um terreno depende de suas dimensdes e localizagdo, o
crescimento de uma planta, depende, dentre outros fatores, dos nutrientes, e assim
por diante. Essa “dependéncia” ou relagdo entre grandezas pode constituir ou ndo
uma fungao. Eo que veremos adiante.

5.1. Definigdao de fungao

Definigdao 5.1.1: Sejam dados os conjuntos A e B ndo vazios, a relagao f de
A em B é uma funcdo quando a cada elemento x do conjunto A estd associado um

Unico elemento y do conjunto B.

Quando uma relagdo é uma fungdo, usamos a notagdo f:A - B ou A— B (lé-

se: fungdo f de A em B).
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A definicdo de fungdo pode ser visualizada de forma mais concreta através de
diagrama de flechas. Esse diagrama consiste em representar os conjuntos A e B
lado a lado, ligando seus elementos por meio de flechas de acordo com a relagao
proposta. Através dessa representacdo e adaptando a definigdo 5.1.1, dizemos que

uma relacgdo representada por diagrama de flechas € uma fungdo f:A - B quando:
“Todos os elementos do conjunto A, sem excegao, parte uma,

somente uma, flecha.”

Exemplo: Vamos verificar quais das relagdes R de A em B abaixo, representam

uma fungado.

a)

b)

=

c)

Nio é uma fung¢do. Motivo: ha duas
flechas partindo do elemento b do

conjunto A.

E uma funcio, pois em todos os
elementos de A parte uma e somente

uma flecha.

Nido é uma fun¢ido por dois motivos.
Primeiro, ha duas flechas partindo do
elemento a do conjunto A, segundo, o

elemento b nao possui flechas

290 exemplo: Vamos analisar as duas situagdes propostas no inicio da unidade

(ver tabelas 5.1 e 5.2).

A relagdo R:litros de agai — preco pode ser uma fungido. Pois, ndo é facil imaginar

uma quantidade de litros da polpa de acai sem pre¢o (elementos do conjunto A sem
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flecha), ou ainda, uma quantidade de litros da polpa com dois pregos diferentes (partindo
duas flechas do conjunto A).

Ja a relagdo R:quantidade de arames — area pode nio ser uma fung¢do. Pois, é
perfeitamente possivel ter dois terrenos retangulares de mesmo perimetro ou quantidade
de arames (exemplo: 50mx50m e 60mx40m), porém com areas diferentes. Nesse caso,
teremos mais de uma flecha partindo em um mesmo elemento de A, ndo configurando

portanto, uma fung¢ao.

Quando temos uma fungdo f: A-B denominamos o conjunto A de dominio, o

conjunto B de contradominio e os elementos y de B associado aos elementos x

Diante da defini¢do de conjunto

imagem, temos: Im(f)c CD(f).

de A, de imagem, usando a seguinte notacgao:
D(f): |é-se dominio da fungéo f. J

CD(f): lé-se contradominio da fungdo f.
Im(f): Ié-se imagem da fungédo f.

Exemplo: Dados A = {—3,0,1,4,9} e B = {—3, 3, 5,11,20,21,25}, determine o
dominio, contradominio e o conjunto imagem de f: A—>B, definida por y = 2x +
3, caso seja uma fungao.

Solugado: Usando os elementosde A = {—3,0,1,4,9}em y = 2x + 3, temos

y =2x +3 >y = 2.(—3)+3=y =-—-3.

(Liga uma flecha do elemento -3 de A ao elemento —3 de B);

y =2x +3 =y =20+3=y =3.

(Liga uma flecha do elemento O de A ao elemento 3 de B);

y =2x +3 =y = 2.1+3 = y =5 (ligaoelemento 1 de A ao elemento 5 de B);

y =2x +3 >y = 24+ 3= y =11 (ligao elemento 4 de A ao elemento 11 de B);

y =2x +3 =2y = 29+ 3= y = 21 (liga o elemento 9 de A ao elemento 21 de B).

A = D(f) B=CD(f)

Diagrama de flechas:

D(f)={-3,0,1,4,9}.

CD(f) ={-3,3,5,11,21,20,25}.

Im(f)=1{-3,3,5,11,21}.

Veja que:
Im(f)c CD(f).

LT

290 exemplo: Dados A ={—1,1,2} e B = {0,2,4}, vamos verificar se a relagado
R:A — B, definida por y = x+ 1 € uma fungdo.

Solugao: Usando os elementosde Aemy = x + 1, dispomos de

y=x+1=>y = —1+4+1=y =0 (liga o elemento -1 de A ao elemento 0 de B);

y=x+1=y =1+1=y =2 (ligaoelemento 1 de A ao elemento 2 de B).

163 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

y=x+4+1=>y=2+1=y =3
(nao liga uma flecha no elemento 2, pois ndo existe o elemento 3).

R = {(-1,0), (1,2)}.

Arepresentacgao por diagrama de flechas esta

na figura ao lado.
Analisando o diagrama, vemos que essa

-

relacdo ndo é uma fungdo, pois ha elemento no

conjunto A sem flecha. E nesse contexto, ndo existe

dominio, contradominio ou imagem.

3° exemplo: Dados A ={—1,0,1} e B = {5,6,7}, vamos verificar se a relagao
R:A — B, definida por y = x>+ 5 & uma funcgéao.

Solugdo: Usando os elementos de A={—1,0,1}em y = x?+ 5, temos
(—1)?2 +5 =1y = 6 (flechaliga o elemento -1 de A em 6 de B);

y =x%2+5= y
y =02+5= y = 02+4+5=y =5 (uma flechaliga 0 de A em 5 de B);
y =12+5= y = 124+ 5=y = 6 (outra flecha liga 1 de A em 6 de B).
R = {(-1,6), (0,5),(1,6)}.

Arepresentagdo por diagrama de flechas esta

na figura ao lado.
Analisando o diagrama, vemos que essa
relacdao é uma fungao, pois em todos os elementos \ =
do conjunto A partem uma, e somente uma, flecha. ’
Observacao: O fato de no conjunto B “chegar”

duas flechas, nao significa que a relagdo acima nao

é uma funcgido, pois o conjunto que define se uma
relacdo é uma funcio, é apenas o conjunto A.
Dessa forma: D(f) ={—1,0,1}, cD(f) ={5,6,7} e Im(f) = {5, 6}.

O dominio de uma fungdo é também denominado de conjunto de existéncia da
fungdo. Isto é, uma fungdo so6 esta definida para x € D(f), ou se preferir, a fungdo
ndo estd definida para x € D(f). No exemplo dos litros de acgai (tabela 5.1), o
dominio da fungdo é dado por: D(f) ={x € R|x = 0}, isso quer dizer que ndo existe

fungdo para quantidade de x litros negativa.

| EXERCICIOS 5.1 [|

1)Dados A ={—1,0,3} e B = {0,1,3,9,10}, verifique se a relagdo R:A— B,
definida por y=2x+3 ¢é uma fungdo. Caso afirmativo, informe o dominio,

contradominio e o conjunto imagem.
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2)Dados A ={1,9}e B = {—1,—3,1,3}, verifique se a relagdo R:A — B, definida
por y = ++/x é uma fungdo. Caso afirmativo, informe o dominio, contradominio e o
conjunto imagem.

3)Dados A ={0,3,6,9} e B = {0,3,7,12,27}, verifique se a relagdo R:A— B
2
definida por y =% é uma fungdo. Caso afirmativo, informe o dominio,

contradominio e o conjunto imagem.

4)Qual das relagbes abaixo define uma funcdo de A em B?

a)
A B A B

c)
—t

d) AI I B

5)(UFF - RJ) Considere a relagdao f de M em N, representada no diagrama
abaixo. Para que f seja uma fungdo de M em N, basta:

a) ( )Apagar a seta 1 e retirar o elemento

b) ( )Apagar as setas 1 e 4 e retirar o
elemento k.

c) ( )Retirar os elementos k e s

d) ( )Apagar a seta 4 e retirar o
elementos k.

6)A produtividade da pecuaria de corte vem crescendo em diversos
indicadores, mas um dos poucos indicadores que permitem aferir esse crescimento
é a produtividade do rebanho, ou seja, os quilos de carne produzidos por animal do
rebanho (kg/cab).

Fonte: (PIRES, 2010)

Considere uma relagao entre a produtividade de um municipio (quilograma por
cabega) e o decorrer dos anos. E possivel ter uma fungdo f:ano — kg/cab?

Justifique.
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5.2. Plano cartesiano

Uma fungdo ou relagdo também podem ser representadas por meio de um
plano que denominamos de plano cartesiano.

O plano cartesiano ou sistema de coordenadas cartesianas é um sistema
formado por dois eixos x e y perpendiculares, onde na horizontal fica o eixo x,
denominado de eixo das abscissas, e na vertical o eixo y, denominado eixo das
ordenadas. Por definigdo, cada eixo representa uma reta real, isso quer dizer que,
cada eixo é definido pelo conjunto dos nimeros reais (R) e, consequentemente, o
plano cartesiano é representado em R x R ou R?. Por convengéo, os valores negativos
de x ficam a esquerda da origem e os positivos a direita da origem, e os valores
negativos de y ficam abaixo da origem e os positivos acima. Os eixos dividem o

plano em quatro quadrantes.
5

Y ) saIBA MAIS!
2° quadrante 1° quadrante
3 e A ordem dos quadrantes
+ . seque o sentido anti-hordrio.
. e Os pontos sobre os eixos
Origem v pertencem aos dois quadrantes e o
— —— zero  pertence  aos  quatro
- _+__’ quadrantes.
N e O plano cartesiano foi
3° quadrante — I 4* guadsunie criad"o pelo Matemdtico e Fildsofo
-3 René Descartes (1596-1650).

’ /4

Ponto - Um ponto é a representagdo de um par ordenado (x,y), em que x é

chamada de abscissa do ponto e y a ordenada do ponto.
Vamos representar a relagao R = {(—2,—1),(—1,1),(1,—2),(2,0),(3,4)} no plano
cartesiano.

O ponto (-2, -1) tem como valores x = by @3, 4)
—2 ey = —1. Ap6s localizar os dois valores T .E
nos seus respectivos eixos, tragam-se sobre ’ i
esses valores, segmentos seccionados e =1, 1) ’ E
paralelos aos eixos, buscando o ponto de E_-l- @, 0) i p
p s 4 3 2 -1 o0 2 3 4 5

encontro que é a representacdo do ponto. 1

Fazendo o mesmo com os demais pontos,

P

2 ==

temos essa rela¢do representada na figura ao 1, -2

lado.

| 166



5.2.1. Fungao no plano cartesiano

Em muitos casos que envolvem fungdes (ou relagbes) f: A-»B, é comum
utilizarmos conjuntos numéricos (N, Z, @, T e R) ou intervalos numéricos para

representar os conjuntos A e B. Como esses N R
conjuntos sado infinitos, a representacdo e
analise por diagrama de flechas pode ndo ser

inteligivel. Por exemplo, seja um fungdo f: N — —

R definida por uma lei de associagao qualquer.

Devemos imaginar todos os numeros naturais -

no conjunto A e todos os numeros reais no
conjunto B e além disso, ligar todas as flechas
que representam as imagens. O que ndo é uma
tarefa facil de compreender.

Vejamos agora, a representagdo de uma fungdo no plano cartesiano e como
exemplo mais geral, uma fungdo f: R - R. Nos eixos x e y, teremos todos os
numeros reais representado na horizontal e na vertical, e como sao infinitos pontos,
o grafico sera representado por um “tracejado” (e ndo apenas alguns pontos) cuja
diregdo e forma, obedece a disposicao dos pontos, caso fossem postos um a um.

Exemplo: A fungdo f: R - R definida por y = x* — 2x estd a seguir e foi
construida com o auxilio de um software de computador.

6 A visualizagdo desse grafico no software de
5 computador permite visualizar o tracejado e a
4 forma em “U” caracteristica dessa funcgdo. Além
3 disso, é possivel aumentar o zoom da tela, ver
2 acima ou abaixo do grafico, detalhes e outras
informacoes.
# 3 2 -10 1 2 3 4 5
-1

Nas unidades seguintes aprenderemos a construir graficos de fungdes, como
essa, com ou sem o uso de tecnologias. Nosso objetivo nesse primeiro momento é
estabelecer um critério para saber se um determinado grafico de uma relagdo ja
representada no plano cartesiano, representa ou ndo, uma fungao.

Como os valores do conjunto A ficam no eixo x e os valores do conjunto B ficam
no eixo y, para um grafico representar uma fungdo f: A—>B é necessario que “para

todo x exista um unico y”.
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Uma forma pratica de verificar isso, é tracejando retas verticais ao longo do

eixo x e dentro do intervalo (ou conjunto) numérico dado (conjunto A). Caso

alguma reta vertical cruze o grafico em dois pontos ou ndo cruze em nenhum ponto,

o grafico ndo representara uma fungdo. Caso contrario, sim.

Exemplo: Sejam A = {x e R|-2< x <2} e B = R. Verifique se a relagédo R: A —

B representada nos graficos a seguir, representa ou ndo, uma fungdo.

a) 2

-2

[

c)
2
1 \
_3 J |
Solugao:
[}
a) 2 [
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N

b)

—1

-2

d)

-

Ao tracejar retas verticais, vemos que o
elemento 1 no eixo x (e ndo so6 ele), possui
duas imagens (verifique que tem grafico
acima e abaixo). Logo, nem para todo x
existe um unico y, portanto ndo é uma
funcao.




NOCOES ELEMENTARES

Veja que nao ha grafico em qualquer
numero no eixo x, entre -1 e 0. Desse modo,

1

1

1

|

1

1

! 1 nem todo x existe y, e consequentemente,
i nao é funcgao.
H

1

1

1]

1

|

3
©)
Qualquer valor no eixo x no intervalo de -
2 e 2 possui duas imagens. Portanto, ndo é
& funcéo.
)

Qualquer valor no eixo x em todo o
intervalo do dominio (conjunto A) possui
uma unica imagem (um unico y). Dessa
maneira, o grafico representa uma fungao.

5.3. Calculo da imagem de uma funcgado

E comum escrevermos f(x) (I&-se “f de x”) no lugar do y na lei de associacéo,
quando temos uma fungao.

Exemplo: Seja a fungdo f: R — R definida por f(x) = x> — 2x + 3, calcule a
imagem do elemento 1. R R

f(x)=x*—2x+3

f(1) = 12— 2.1 + 3 (substituindo “x” por 1)

f(H)=1—2+3

A imagem do elemento 1 do dominio é o elemento 2.
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20 exemplo: Dada a fungdo f: R—R definida por f(x) =5x—2, quais os

valores de f(2), f(-3) e f(%)?

Solucgao:

Flx) =5x—2 F(x) =5x—2 fG)=5x—2= f(3) =552
f(—=3)=5.(-3)—2 f(2)=52-2 1IN E—a4 1
f(—=3)=—-15—2 f(2)=10-2 f(i): 2 :>f(§):7

39 exemplo: Seja uma relagdo f: A>R dada pela lei de associagédo f(x) =

\/lg. Qual é o maior subconjunto possivel de R que podemos atribuir a A de forma
—

que essa relagdao seja uma fungao?
Solugdo: Ha restrigbes quanto a existéncia de imagem na lei de associagdo. Como

nao existe divisdo por zero e nao existe raiz quadrada de nimero negativo. E preciso que

x-3>0=x>3=|A=D(f) = {x € R|x>3}|

Vale ressaltar que toda funcdo tem seu “tripé”: dominio, contradominio e lei
de associagdo (relagdo entre y e x) ja pré-estabelecido. Portanto, ndo faz sentido
solicitar “calculo de dominio de uma fungdo”, como acontece em alguns livros
didaticos, pois se de fato é uma funcgdo, o dominio (assim como o tripé) ja deve
estar pré-estabelecido.

5.4. Crescimento, decrescimento e continuidade de uma
funcao

Definicdo 5.4.1: Informalmente®, dizemos que uma fungdo f é continua em
um intervalo I € D(f), quando ndo apresenta interrupgdo (quebras ou buracos) ao
longo desse intervalo.

Exemplos de fungdes descontinuas (ou ndo continuas):

10
6 Esse é um
8 tipo de fungao
@ definida em
4 6 i duas partes.
i
4
P : g(x)={32X+1 ix>2
2 ! X 1x<2
1
i
/3_2_10 1 2 3 a4 5 4 2 0 2 4 6 8 10
A func@o ¢ descontinua em x = 3. A fungio ¢ descontinua em x = 2.

¢ Uma defini¢io contundente sobre continuidade pode ser encontrada no volume 4 dessa colegdo na unidade sobre limite.
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Definicdo 5.4.2: Seja uma fungdo f continua no intervalo I € D(f) e
considere x4, x, € I, com x, > x,, se:

e f(x3) > f(x1), entdo a fungdo é crescente;

e f(x2) < f(x1), entdao a fungdo é decrescente;

e f(x2) = f(xy1), entdo a fungdo é constante.

De outra forma, com a fungao representada no plano cartesiano, devemos
analisar sua evolugdo da esquerda para direita. Caso as imagens estejam
aumentando (grafico subindo), trata-se de funcdo crescente, caso estejam

diminuindo de valor (grafico descendo), temos funcdo decrescente. E é claro,
mantendo-se o mesmo valor (grafico horizontal), a fungcdo é constante.

Exemplos:

A fungdo é crescente no intervalo ]-5,0],
constante no intervalo [0,2] e decrescente no
intervalo ]2,3].

/\ A fungao é crescente no intervalo ]-2,0],

B P 1 o 2 3 decrescente no intervalo ]0,2[ e constante no
a1 ponto (0, 1).

5.5. Fungoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas

Definigdo 5.5.1 (fungdo injetiva): Uma funcgdo f: A—B é dita injetiva (ou
injetora) se, e somente se, para todos x; # x, pertencentes a A, temos f(x;) #

f(x2).
Em outras palavras: uma fungdo é injetiva quando cada elemento da imagem
estd ligado a um Unico elemento do dominio.
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Definicdao 5.5.2 (funcao sobrejetiva):

Uma fungdo f: A—B ¢é dita

sobrejetiva (ou sobrejetora) se, e somente se, para todo y € B, existe x € 4 tal que

fx)=y.

Isso quer dizer que, uma fungdo é sobrejetiva quando ndo ha elemento no

contradominio (conjunto B) que ndo tenha um correspondente no dominio. Isso

equivale a afirmar que o conjunto imagem é igual ao contradominio da fungdo

(CD(f) = Im(f)).

Definigcdo 5.5.3 (fungdo bijetiva): Uma funcgdo f: A—B é dita bijetiva (ou

bijetora ou que hd uma relagdo biunivoca) se, e somente se, for simultaneamente

injetiva e bijetiva.
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Exemplos no diagrama de flechas de f: A—B:

Todos os elementos de B sdo imagens de um
unico elemento do dominio (A). Portanto,
essa funcgao é injetiva.

Existem elementos sobrando em B = CD(f) #
Im( f ). Portanto, essa fung¢do ndo ¢é
sobrejetiva.

Nao é bijetiva, porque nao é sobrejetiva.

Existe um elemento de B que chegam duas
flechas. Portanto, dois elementos do dominio
possui mesma imagem. Essa funcdao nao é
injetiva.

Nao ha elementos sobrando em B = CD(f) =
Im(f). Portanto, essa fung¢do é sobrejetiva.

Nao é bijetiva, porque nao é injetiva.

Cada elemento do conjunto imagem esta ligado
a um unico elemento de A. Portanto, a funcao é
injetiva.

Nado ha elementos sobrando em B = CD(f) =
Im(f). Portanto, essa fungdo é sobrejetiva.

Essa funcdo ¢é bijetiva, pois é injetiva e
sobrejetiva.

Exemplos no plano cartesiano com fungdes f: R — R:




NOCOES ELEMENTARES

Os elementos -1 e 1 do eixo x possuem mesma
imagem 4. Portanto, nao é uma fungao injetiva.

A fungdo nao é sobrejetiva, pois CD(f) = R e
Im(f)={x € R| x=1}. O que implica em
CD(f) # Im(f).

Nao é bijetiva, porque nao é injetiva e nem
-2 -1 O 1} 2 sobrejetiva.

Todos os elementos y sdo imagens de um Unico

elemento x . Para x; #x,= f(x1) #
3 f (x3).Portanto, fung¢io é injetiva.
2 A funcao é sobrejetiva, pois CD(f) = R e

Im(f)= R. O que implica em CD(f) = Im(f).

1
/ Essa funcdao ¢é bijetiva, pois é injetiva e

T P '1/ R sobrejetiva.
=t

Importante ressaltar que existem fungdes que ndo possui nenhuma das

classificagdes acima.

5.6. Fungodes inversas

Defini¢do 5.6.1 (funcgdo inversa): Diz-se que a fungdo f~1B—A é a inversa
da funcgdo bijetiva f: A>B se, e somente se, f(x) =y e f~1(y) = x para quaisquer
x€E€EAey€B.

Na pratica, o calculo da inversa de uma

fungcdo, consiste em trocar o dominio pelo
contradominio, e o contradominio pelo dominio,

ou seja, trocar x por y e y por x. E para que
isso seja possivel, é preciso que a fungao
original seja, obviamente, bijetiva (por qué?).

Exemplo: Vamos calcular a inversa da fungdo f: R — R definida por f(x) =
4x — 3.

Solugao:

A funcio é sobrejetiva, pois CD(f) = Im(f). E injetiva, uma vez que para cada x; #

x, = f(x1) # f(x,). Portanto, é bijetiva e possui inversa.
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Para calcular a lei de associagdo da fungao inversa, basta trocar x por y e y por x, na

lei de associacao da fungado original.

2 x+ 3 x+3
f(x) =4x—3=> x=4y—3 =2 4y=x+3 =2y = 7 = | 1(x) = 7|
x+3

Logo, a funcdo inversa de fé a funcdo f~!: R — R definida por f~*(x) = =z

29 exemplo: Vamos calcular a inversa da fungdo f: R — R definida por f(x) =
x3 —8.

Solugao:

A fungio é sobrejetiva, uma vez que CD(f) = Im(f). E injetiva, pois para cada x; #
x, = f(x1) # f(x,). Portanto, é bijetiva e possui inversa.

Para calcular a lei de associa¢ao da fung¢ao inversa, vamos trocar x por y e y por x:

v
f(x)=x*—-8=>x=3y>—-8 = y*=—x+8 :> V—x + 8|

Logo, a fungio inversa de fé a fun¢do f~1: R — R definida por f~1(x) = ¥Y—x + 8.

Grafico: O grafico da fungdo inversa f~1 & simétrica ao grafico da fungéo f
em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares’.
Veja a seguir os graficos das fungdes anteriores comparadas a essa bissetriz.

7 7

/ -1 _$+3
o rw=4

Grafico do 1° exemplo. Gréfico do 2° exemplo.

Observacgao: Para algumas fungdes nao bijetivas, podemos obter uma inversa
parcial, desde que essa inversa seja injetora e sobrejetora em algum subconjunto
escolhido. Por exemplo, a funcdo f: R — R definida por f(x) = x? n&o é sobrejetora
e nem injetora. Porém, considerando apenas os valores positivos do dominio e do
contradominio, temos que uma fungdo inversa parcial dessa fungcdo pode ser dada

por f: R, — R, definida por f(x) =+/x (troque x por y e y por x).

7 Denominamos de bissetriz dos quadrantes impares:1° e 3° quadrantes, a reta dada pela fungdo f: R — R definida por y = x.
Ela ¢ a bissetriz desses quadrantes, pois divide o angulo de 90° em dois angulos de 45°.
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5.7. Fungao par e fungao impar

Uma fungdao pode ser também classificada como par ou impar. Essa
classificagcdo depende de algumas caracteristicas algébricas ou geométricas.

Definigcdo 5.7.1 (fungdo par): Uma fungdo f: A—B é dita par se, e somente
se, para todo x tem-se f(—x) = f(x).
No grafico cartesiano, uma fungdo par é sempre simétrica ao eixo y, isto &, os

pontos (x,y) e (—x,y) da fungado sao equidistantes ao eixo y.

Exemplo: A fungdo f: R— R definida por f(x) = x* € uma fungdo par, pois

f(=x) = (—x)? =x? = f(x).

Veja o grafico da funcdo f(x) = x? na figura 5.7.1, que a mesma é simétrica

em relagd@o ao eixo y.

Definigdo 5.7.2 (fungdo impar): Uma fungdo f: A—»B é dita impar se, e
somente se, para todo x tem-se f(—x) = —f(x).

No grafico cartesiano, uma funcdo impar é sempre simétrica a origem do
sistema cartesiano, em outros termos, os pontos (x,y) e (—x,—y) da fungdo sdo
equidistantes a origem do sistema.

Exemplo: A fungdo f: R— R definida por f(x) = x* é uma fungdo impar, pois

F=x) = ()% = —x* = —f (2),

Veja no grafico da figura 5.7.2, que a funcdo f(x) = x*® é simétrica em relagdo
a origem.

2 4
eixo de| simetria
6 3
5 2
4 1 5
= Origem f@) ==
2 -1 1 2
2 -1
1 -2
f(z) = =?
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 =
-1 -4
Figura 5.7.1 Figura 5.7.2
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[ EXERCICIOS 5.2 I

1)Sejam A = {x e R|-3 < x < 3} e B = R. Verifique se a relagdo R:4A—> B
representado nos graficos a seguir, representa uma fungdo.

3 4

a) b)

) ‘ d) °

-

2)(UFPA-PA) Dada a fungdo f de A = {0,1,2} em B = {—2,—1,0,1, 2} definida
por f(x) = x — 1, qual o conjunto imagem de f?
a){—1,0, 1} b){—2,—1,0,1,2} c){0,1,2} d) {—2,—1,0} e) {0, —1, 2}

1
3)Dada a fungdo f(x) = 3x% + 1, quais os valores de f(0), f(—1) e f(g)?
4)Dada a fungdo f(x) = x* + x3 — x% + 3, quais os valores de f(0), f(—1) e
L,
f(z)-

5)Seja uma relagdo f: A—R cujas leis de associagdo estdo abaixo. Qual é o

maior subconjunto de R que podemos atribuir a A para que cada relagdo seja uma

fungao?
5
a) f@ =25 UCRNE
b) f() = = d)f () = %
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6)Em todas as fungdes da questdo anterior, calcule f(0), f(2) e f(3).

7)Especifique os intervalos em que a fungdo representada nos graficos a
seguir, é crescente, decrescente ou constante. Em seguida, verifique se é continua

dentro do intervalo x onde existe grafico.

a) b)
3 10
9
8
7
1 6
5
a
-3 -2 -1 0 1 2 3 3
- 2
1
2 -1 i1 2 3 4 5 6 7
-1

8)(UNIRIO - R]) Sef: R —» R é uma fungdo definida pela expresséo f(x —1) =
x3, entdo o valor de f(3) é igual a:
a)0. b)1l. c)6. d)15. e) 64.

9)Visando o crescimento da parte aérea de plantas cultivadas em vaso, um
estudo mostrou o desenvolvimento da altura relativa (AL) da soja tomando-se as
médias na densidade 1,0 Mg m~3 (d) como valor de referéncia.

Considerando a imagem ao lado que representa o grafico d x AL, é possivel ter

uma fungado f:d —» AL? Se sim, especifique o seu dominio.

110
100 -
90 -
80
70 -

09 1,0 1,1 12 13 14 15 16

Imagem da fonte

Fonte: (SILVA, MAIA e BIANCHINI, 2006)

10) Classifique as fungbes f: A—B a seguir como: injetiva, sobrejetiva, bijetiva

ou sem classificagao.
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o0 62
B9 ¢

11) (UFF-RJ) Sendo R o conjunto dos numeros reais e a aplicagéo f: R — R

)

a)

c) d

definida por f(x) = x?, podemos afirmar que f:
a) é sobrejetora e ndo injetora
b) é bijetora
c) é sobrejetora
d) é injetora
e) ndo é sobrejetora nem injetora

12) (UFF-RJ) Considere as fungdes f, g e h, todas definidas em [m, n] com
imagens em [p, q] representadas através dos graficos a seguir:

Y Yy Y
I

l I I

m n m n m n

Pode-se afirmar que:
a) f é bijetiva, g € sobrejetiva e h ndo é injetiva.
b) f é sobrejetiva, g é injetiva e h ndo é sobrejetiva.

c) f ndo é injetiva, g é bijetiva e h é injetiva.
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d) f é injetiva, g ndo é sobrejetiva e h é bijetiva.

e) f é sobrejetiva, g ndo é injetiva e h é sobrejetiva.

13) (PUCCAMP) Seja f a fungdo de R em R, dada pelo grafico a seguir.
E correto afirmar que: y
a) f é sobrejetora e ndo injetora.
b) f é bijetora.
c) f(x) = —f(x) para todo x real.
d) f(x) > 0 para todo x real.

e) o conjunto imagem de f é ]-c0; 2].

14) Classifique as fungdes f: R — R a seguir em par ou impar ou nem par e

nem impar.

a) f(x)=3x. d) f(x)=x3+x
b) f(x) = 4x? e) f(x)=2x*+3
c) f(x)=lx|

15) Analise o grafico e classifique as fungdes f: R — R a seguir em par ou
impar ou nem par e nem impar.
a) c)

f(z) = —|z|

2 2
f(z) = —x? -2

b) d)

2 71 ° 1 2 3 /' flz) = z*+1
f(z) = —=

=1 1 [ 1 2 3

-2
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16) (UNIFESP) Ha fungdes y = f(x) que possuem a seguinte propriedade: "a
valores distintos de x correspondem valores distintos de y". Tais fungdes sao

chamadas injetoras. Qual, dentre as fungdes cujos graficos aparecem abaixo, é
injetora?

Y Yy
a) 4 d)
;.’L’ T
1 1
b) 2y
Y
e)
;x
1
T
) >
<) 2
xT
1

17) (UFRN) Sejam E o conjunto formado por todas as escolas de ensino médio
de Natal e P o conjunto formado pelos nimeros que representam a quantidade de
professores de cada escola do conjunto E. Se f: E — P é a fungdo que a cada
escola de E associa seu numero de professores, entdo:

a) f ndo pode ser uma fungdo bijetora.
b) f ndo pode ser uma fungdo injetora.
c) f é uma fungdo sobrejetora.

d) f é necessariamente uma fungdo injetora.
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18) Calcule a inversa das seguintes fungdes f: R — R definidas por:

a) f(x) = 2x.
b)f(x) =3x —5
A f(x)=2x3+1

19) Qual o maior subconjunto de R que devemos atribuir ao conjunto A e ao

conjunto B, para que a funcdo f: A — B definida por f(x) = x?*+ 1 tenha fungdo

inversa. Calcule-a.

20) (UFES) A funcgdo cujo grafico estd representado na figura 1 a seguir tem

inversa. O grafico de sua inversa é:

d)

e)

e SRR

Figura 1
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6. FUNGCAO AFIM

Uma vez compreendida as nogdes de fungdao da unidade anterior, iremos
estudar a partir de agora, os casos particulares de fungdes, iniciando pela mais

simples e bem conhecida, fungao afim.

6.1. Definigcao

Definigdo 6.1.1: Denomina-se fungao afim qualquer fungdo f: R — R definida
pela lei de associagdo f(x) = ax + b, onde a e b sdo numeros reais denominados

de coeficientes.
Casos particulares: Quando b =0 (ou seja, f(x) = ax), a fungdo afim chama-

se fungao linear. Quandoa =1 e b = 0 (isto é, f(x) = x), a fungdo afim chama-
se funcgao identidade. E quando a =0 (f(x) = b), a fungdo afim denomina-se de

fungcao constante.
Veja alguns exemplos de fungao afim e seus respectivos coeficientes:
Vf(x)=-4x + 1 =>a =-4eb=1;

vV f(x) =x-1=>a=1eb=-1; = o coeficiente de x nesse caso é 1.
v f(x) =5 =a=0eb=>5; = Funcio constante.
v f(x) = %x >a= éesz;: Funcio linear.

v f(x)=x =(a = 1eb = 0); = Funcao identidade.
vV f(x)=1+2x=(a = 2eb = 1); = Atencdo para a ordem dos coeficientes.

v f(x) =—-V2 - x=(a =-1e b =-+/2); = Atencio para a ordem dos coeficientes.

—3 5 —3 5
\/f(x)sz+§ :)(a zTebz §).

6.2. Grafico

O grafico de uma fungdo afim é sempre uma reta (demonstragdo na segdo 6.5).
Para construir o grafico de qualquer fungdo f:R — R no plano cartesiano, é
preciso atribuir valores para x e calcular os valores de f(x). Embora o dominio da
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funcdo sejam todos os numeros reais, para efeito de visualizagdo, devemos escolher
apenas alguns numeros. Os mais usuais sdo: -2, -1, 0, 1, 2, pelo fato de serem
numeros inteiros e pequenos, além de ser possivel visualizar o grafico em valores
positivos e negativos. Porém, fica a cargo do leitor decidir quais os valores de x que
deseja utilizar.

1° exemplo: Vamos construir o grafico da fungdo afim f(x) = 3x + 2.

x 3x + 2 v f(z) =3xz+2

2,8

-2 3.(-2) +2=-6 +2 -4
-1 3.-D)+2=-3+2 -1 <:>
0 3.0+ 2 2
3.1+ 2
3.2+ 2 8

(1,5)

0, 2)

i
\zwbmm\lmwo

L7 -6 5 -4 -3 - 1234567891011
Observacido: Apés todos os pontos L, -

postos no plano cartesiano, traceja-se uma
reta sobre eles. Este procedimento é (=2, -4)
devido a fungdo ser definida em todos os
reais (R) e ndo s6 nos valores —2,—1,0, 1
e 2 usados na tabela. Figura 6.2.1

20 exemplo: Vamos construir o grafico da fungdo afim f(x) = —x + 1.

10

9
8
7
6
5
4
3

x —x + 1 v

f@) = —w+1

-2 (-2)+1=2+1
1 S(D+1=1+1
-0+ 1
1+1
2 2+1 -1

&

Ol R N[ W

1

Observacgao: Como dito -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
anteriormente, os valores utilizados
para x sdo livres. Se os valores
escolhidos fossem O, 1, 2, 3 e 4, por T3
exemplo, a parte da reta visualizada e

no grafico seria essa: —— —— | Figura 6.2.2

Analisando os dois graficos, podemos perceber que a fungdo do 1° exemplo é
crescente e a fungcdo do 2° exemplo é decrescente, para todo x € R. E de forma

-2

imediata, é possivel obter essa informagdo sem ser preciso construir o grafico, veja
o teorema a seguir.
Teorema 6.2.1: Dada uma fungdo afim na forma f(x) = ax + b,

e Se a > 0 (positivo), entdo a funcdo é crescente;
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e Se a < 0 (negativo), entdo a funcdo é decrescente;

e Sea =0, entdo a funcdo é constante.

Compare o sinal do coeficiente a com o crescimento e o decrescimento de suas
respectivas fungdes, nos exemplos anteriores.

Demonstragao: Partindo da expressdo em que x+t > x, para t > 0, entdo a
fungdo é crescente se f(x+t) > f(x), e decrescente se f(x+1t) < f(x) (ver
definicdo 5.4.2 de crescimento e decrescimento de fungao). Substituindo na fungao
afim, temos

f)=ax +b=>f(x+t)=alx+t)+ b= f(x+t)=ax+a.t+ b =
= = t=> = Lt
flx+1t) a);(—:)b + at=|f(x+0)=f(x)+ a.t]
Como t>0 (positivo), para a> 0 implica em f(x+t) > f(x) (fungado

crescente), se a<0 implica em f(x +t) < f(x)(fungdo decrescente) e caso a =0,

implica em f(x+t) = f(x) (fungdo constante). Demonstrando o teorema.

No ultimo caso, a = 0 (fungdo constante), a reta é paralela ao eixo x, ou seja,
nem crescente e nem decrescente. A expressdo que representa essa fungao nao
contém a variavel x, pois f(x) =0.x +b = f(x) = b. Veja como exemplo, o grafico
da fungdo f(x) =5 que esta figura 6.2.3.

Outra informacgdo importante na analise do grafico, € que o ponto onde o
grafico intersecta o eixo y é sempre em (0, b). Pois, para x =0, temos em y = ax +
b que y = b. Analise todos os exemplos anteriores e constate essa informacgao.

O grafico de uma fungdo afim é sempre uma reta, mas a reciproca tem uma
excecgao: a reta vertical.

Reta vertical (ou paralela ao eixo y): Neste caso ndo existe coeficiente a
da fungdo, ndo ha varidvel y e a expressdo ndo representa uma fungdo f:R—- R,
pois para um mesmo valor de x no grafico hd mais de uma imagem. Veja como

exemplo, o grafico de x = 3 que esta na figura 6.2.4.

T 4
10

5 6

8 5

7 4

6| J(z) =5 3

o 2i

2 1 pa= g

2

1 4—3—2—_11 12 4 5 6 7 8§

-2
3
-4
Figura 6.2.3 Figura 6.2.4

5_5‘4_3__2111 12 3 45 6 7

-2

A seguir vamos demonstrar que, se ha uma proporgcdo entre as grandezas
envolvidas (x,y), entdo a fungdo é linear, ou seja, € uma fungdo na forma y = ax.
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Teorema 6.2.2 (teorema fundamental da proporcionalidade): Seja uma
funcdo f:R — R crescente. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

o f(nx) =nf(x);

e Pondo a = f(1), dispomos de f(x) = ax;

e fix+1) =)+ f(O.

Demonstracao: Fazendo a proporgao

y=22 r0 =P = fou =P% = fon =nT = [fow = nfG)
Substituindo x =1= f(n.1) =n.f(1) = f(n.1) =n.a= [f(n) = a.n|

a

% com (p,q) € R, temos

QT

Sef(n)=an= f(x+t)=a.(x+t) = ax +a.t 3|f(x+t) =f(x) + f(t)|.
Fx) )
Vale observar que o teorema fundamental da proporcionalidade também é

valido para a = f(1) < 0, ou seja, para fungdo decrescente (verifique!).

Teorema 6.2.3 (caracterizagdo da fungdo afim): Uma fungdo mondtona®

injetiva f:R — R é uma fungdo afim se, e somente se, o acréscimo f(x+t) — f(x)
depender apenas de t e ndao de x.

Demonstragcdo: Se é uma fungdo afim, entdo

fx+t)—fx)=alx+t)+b —(ax+b)=ax+a.t +b—ax —b =
= f(x+1t) — f(x) = a.t (depende apenas de t e ndo de x)

Agora, seja uma fungdo f:R — R qualquer, em que f(x+t) — f(x) depende

apenas de t e ndo de x. Podemos denota-la de g(t) como
g = fx+0)— f(x).

Para fixar as ideias, podemos conceber que a funcdo é crescente, e nesse caso,
a fungdo f também é crescente para g(t) > 0. Com base nesses argumentos e
sendo t,h € R, podemos inferir que

gt+h)= f(x+t+h)—f(x)= f(x+t+h)—f(x+h)+ f(x+h)— f(x).
g g(h)
Como g(t+ h) =g(t) + g(h), cabe a aplicagdo do teorema fundamental da

proporcionalidade. Assim, pondo a = g(1), temos g(t) =at e f(x +t) — f(x) = at.
Por fim, chamando f(0) de b, concluimos que a fungdo € uma fungdo afim na

forma
fO+t)—fO) =at=|f(t) =at+b |
b
Demonstrando o teorema.

O teorema 6.2.3 pode ser anunciado de forma equivalente como:
e Os acréscimos iguais a x correspondem a acréscimos iguais a f(x) ou;

8 Significa que a fungdo ¢ somente crescente ou somente decrescente ou somente constante em todo o intervalo do dominio.
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e Os acréscimos sofridos por f(x) sdo proporcionais aos acréscimos dados a x
ou ainda;

e Toda progressdo aritmética seja transformada em f em uma progressdo
aritmética.

Um caso particular pode ser notado nas tabelas anteriores que usamos para
construir o grafico. Como os nimeros -2, -1, 0, 1, 2 sdo consecutivos, os acréscimos
sdo iguais a 1, logo em f(x+t) — f(x) = a.t, temos f(x+ 1) — f(x) = a. Em outras
palavras, os acréscimos nas imagens sdo iguais ao proéprio coeficiente a e os

resultados da coluna y estdo em progressdo aritmética (P.A). Veja a tabela do 1°

exemplo:
x 3 x+2 | y
1T *a=3
-2 3.-2) +2=-6+2 -4 +3
1 3.-1)+2=-3+2 -1
- — +3
0 3.0+ 2 2
+3
1 31+ 2
2 3.2+2 8 +3

Exemplo: Os taxis de uma cidade cobram um valor fixo inicial de R$ 4,00,
chamado de bandeirada, mais um valor de R$3,00 por quildmetro rodado.
a) Sendo y o custo de uma corrida e x a distdncia em quildbmetros
percorrida, qual a férmula que relaciona y e x numa corrida de taxi nessa cidade?

Solugdo: A cada acréscimo igual a quantidade de quilometros percorrido, ha

acréscimos iguais ao custo da corrida. Logo, € uma func¢do afim e na forma: |y = 3x + 4 |

b)Qual o preco de uma corrida de taxi nessa cidade, para uma distancia de
10km?
Solugao:

y=3x+4 = y=310+4= [y = 34| Resposta: R$34,00.

2oxemplo: A produgdo de café de uma fazenda tem um custo fixo de R$ 10
mil mais um custo variavel de R$ 4 mil por hectare.
a) Sendo y o custo total e x a quantidade de hectares, qual a férmula que
relaciona y e x?
Solugao: O custo total é a soma do custo fixo com o custo variavel. Para cada

acréscimo igual a quantidade de hectares, ha acréscimos iguais ao custo total. Logo, é uma

fungZo afim na forma: [y = 4000x + 10000 |

b)Quantos hectares foram produzidos para o custo total de R$ 50.000,007?
Solucgao:
y =4000x + 10000 = 50000 =4000x + 10000 = 4000x =50000 — 10000 =

4000x = 40000 = x= % = . Resposta: 10 hectares.

189 |



[ EXERCICIOS 6.1 I

1)Construa o grafico das seguintes fungdes:
a)f(x)=—-3x +1 A)h(x) = —x
P glx) = 2x+3 di() = Fx+1

2)Quais das fungdes abaixo representa uma fungao afim?

a) f(x) =-V13 - 3x d) x = 100

.2 3
b) z(x) = -5x%+ 2 e) g(X)=7x
c)x= —4

f) h(x) = 100
3)Classifique as fungdes abaixo em crescente, decrescente ou constante.

a) f(x) = 5x +1 e) f(x) = 15
b) f(x)= —2x + 8 f) f(x) = —x
) f(x) = x +3 g9)f(x) =0
d) f(x)= —V7x—9 h) F(x) = %x—SO

4)0 custo total de uma plantacdo é a soma do custo fixo com o custo variavel.
O custo com as maquinas e tecnologias, por exemplo, se enquadram no custo fixo,
uma vez que independe do nimero de hectares plantados. Ja o custo com adubacéo
e mado-de-obra depende do numero de hectares plantados, portanto, € um custo
variavel. Para um custo fixo de R$ 300,00 e variavel R$ 150,00 por hectare, qual a
férmula que relaciona o custo total y com o nimero x de hectares dessa plantagdo?

5)Em um estacionamento é cobrado R$ 2,00 de taxa inicial mais R$ 2,50 por
hora de permanéncia. Sendo x a hora de permanéncia e y o valor a ser pago, qual
a fungd@o que relaciona y e x? Qual o valor a ser pago por um motorista que deixa
seu veiculo nesse estacionamento por 8 horas?

6)A altura de uma arvore é medida de acordo com a fungdo h(t) = 5t + 1,5,
onde h é altura em metros e t € o tempo em anos. Qual a altura dessa arvore no

instante em que foi plantada? Em quanto tempo chegard a altura de 25 metros?

7)Uma empresa de locagdo de maquinas agricolas cobra R$ 150,00 iniciais para
locagdo de um trator mais R$ 140,00 por hora trabalhada. Se ao final do dia, o
locatario pagou a quantia de R$ 780,00 ao locador, quantas horas foram
trabalhadas?

8) Um experimento realizado na Universidade Federal de Mato Grosso, no
municipio de Santo Antonio do Leverger-MT, identificou uma aproximagao linear
entre a radiagao fotossinteticamente ativa interceptada pelas folhas de mangueiras
das cultivares (Alfa e Malind) e a formagdo de matéria seca dos frutos, conforme o
grafico a seguir.
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y=0,049x

Re = 0,873 //.
*

L

Matéria seca acumulada (g)

200 400 600 800 1000 1200 1400
Par,,, acumulada (MJ.m™?)

Imagem da fonte
Fonte: (DIAS, SILVA, et al., 2011)

Usando essa aproximagao linear y = 0,049x, qual a quantidade de gramas de
matéria seca acumulada para uma radiagdo fotossinteticamente ativa de 400
(MJ.m=2)?

9)0 feijdo-caupi (Vigha unguiculata) também conhecido como feijdo de corda,

é uma cultura de grande importancia como componente da dieta alimentar e fonte

de proteinas das familias, principalmente, das regides Norte e Nordeste do Brasil,

nas zonas rural e urbana. O conhecimento da area foliar é fundamental no estudo
do desenvolvimento das plantas, sendo talvez o mais importante parametro.

25

' ye=1,0398yo - 0,8691

§20 R?=0,7423

<

g 15

& 10

k-

-

Qs

3

o — -
0 5 10 15 20 25

AREA FOLIAR OBSERVADA (am?)

Imagem da fonte

Fonte: (OLIVEIRA, SOUZA, et al., 2014)

Supondo uma relagdo aproximada y, = 1,04y, + 0,9, entre area foliar estimada

(y.) e area foliar observada (y,) do feijdo-caupi, qual o valor de y, para uma area

foliar estimada em 20cm?2?

10) O Brasil € o maior produtor de cana-de-aglcar do mundo. Com a cana-de-
acgucar ha a producdo de acgucar, alcoois combustiveis e industriais, aguardente,
cera, energia, papel, além de ser consumida in natura. A partir de uma analise
massica em usinas de cana-de-aglcar convencional, constata-se que, em média, é

possivel conseguir 84,5 litros de alcool por tonelada de cana processada.
Fonte: (MARCONDES e BUENO, 2019)

Qual a fungdo que relaciona a produgdo de y litros de &lcool por x toneladas de

cana? Construa o grafico dessa fungéao.
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6.3. Zero da fungao afim

Definicdo 6.3.1: Denomina-se zero da fungdo afim f(x) = ax + b, o nUmero
real x tal que f(x) = O.

Portanto, o zero da funcao é o ponto onde o grafico (a reta) intersecta
o eixo Xx.

1° exemplo: Calcule o zero das seguintes fungoes.

a)f(x) =3x— 6. b)f () = Jx+ 1.
Solugao: Solugao:
Fazendo f(x) = 0, temos Fazendo f(x) = 0, dispomos de
0 =3x — 6 1 1
3x — 6 =0 OZTX+1<:>TX+1:O
3x =0+ 6 1
3x = 6 TX =0—1

6
= -—=[x = 2] 1
o5 zx=1 =E=4

Perceba na figura 6.3.2, que a reta

Veja na figura 6.3.1, que a reta

intersecta o eixo x no ponto x = 2.
intersecta o eixo x no ponto x = 4.
fl)=3z-6 2
5 Zero da Fungao
| @=9
(Z;';";g“ i RN SRR Y]
1
1 3 456 7 89 f(x):—1m+1
-5
ks
-10
Figura 6.3.1 Figura 6.3.2

20 exemplo: Calcule o zero e o coeficiente b da fungdo afim representada no

grafico a segquir. S
Solugdo: O zero da fung¢do é o valor de x pelo qual o (=2, 4 4
grafico intersecta o eixo x. Analisando o grafico, o mesmo

intersecta o eixo x na abscissa —1. O coeficiente b é o valor da

ordenada pelo qual o grafico intersecta o eixo y, que pelo grafico 1,0
5 -4 -3 -2 o 1 2
ao lado, é a ordenada —4. 1
Respostas: o zero da funcido é e o coeficiente
b = —4|

-4 \(0. -4)

=5
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6.4. O grafico da funcdao afim no geogebra

Ao abrir o software geogebra® digite no campo “entrada” (na parte inferior da
tela) a fungd@o f(x) =x + 1, como exemplo:

-12

Entrada:|y=x+1 ﬁ

Figura 6.4.1

> GeoGebra Classic 5
Arqulvo Editar Exibir Opgoes Fi

A e )
O software mostrara a reta que corresponde a fungdo, [*Jan/ A poyo 1
) o f(y
conforme figura 6.4.3. © Ad[e> Pontoem Objeto
Para calcular o zero da fungdo, selecione no menu /| Vincular/ Desvincular Ponto
superior a opgao raizes (conforme a seta vermelha indicada X" Intersegéo de Dois Objetos
na figura 6.4.2) e clique sobre a reta. ,+" Ponto Médio ou Centro
Apdés o cliqgue o software mostrard o ponto que Z|INmre Compie |
representa o zero da funcgao (ver figura 6.4.3). N Otimizacio
N Raizes «
I
Figura 6.4.2

> GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

mquTf@&\wm
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
[ f(x) =x+1 n
® A=(-1,0)

A 3

Figura 6.4.3

° Veja no prefacio o que é, e quais as utilidades desse software.
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[ EXERCICIOS 6.2 I

1)Determine o zero das seguintes fungdes:

a) f(x) = —6x + 36 ¢) f(z) = 5z+ 15
-1 9
b) h(x) = 2x — 10 dDg®) = —t+7

2)A temperatura de uma escala termométrica x é dada por t, = 5t. — 40, onde
t. € a temperatura na escala Celsius. Qual a temperatura marcada em um
termdmetro na escala Celsius quando a temperatura na escala x for igual a zero?

Qual o ponto de ebulicdo da agua na escala x?

3)A disponibilidade (d) de um determinado nutriente em uma planta varia de
acordo com o pH (p) do solo e conforme a fungdo d(p) = —20p + 180. Essa planta
ndo tera disponibilidade desse nutriente para um pH igual a?

a) 5 b)20 ¢)7,5 d)6,5 e)9

4)0s custos de uma empresa é dado por C(x) = 5x — 20 e sua receita é dado
por R(x) = 7x — 60, onde x é quantidade de produtos vendidos. Qual deve ser o

valor minimo de produtos a serem vendidos para que a empresa ndo tenha prejuizo?

5)A relacdo entre os meses e os lucros mensais durante um ano de uma
empresa é representada pela fungdo f: A—»B, definida por f(x) =2x — 6. Onde A =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}(os meses do ano) e B = {os lucros da empresa
na ordem de 1mil}. Veja a figura a seguir.

Qual o més do ano em que a empresa teve lucro zero? Quais os meses em que
a empresa teve prejuizo?

| Eixo y (Faturamento em mil)

Abril Maio

4 5 6 7 8
Eixo x (meses do ano)

| 194



6.5. Taxa de Variacao e calculo de uma Funcao afim

Definicdo 6.5.1: Denominamos de taxa de variagdo média ou simplesmente
taxa de variagdo de uma fungao, a expressao
A_y :yA — VB
Ax xp —xp
Em outras palavras: a taxa de variacdo de uma funcdo é a razdo entre a
variagao de y e a variacdao de x, em dois pontos dados.
Seja uma fungao afim f(x) = ax + b cuja reta passa por dois pontos A(x,,v4) €
B(xg,ys). Como os dois pontos satisfazem a mesma fungao, entao

{yA = axy, +b
yg = axg + b’

Resolvendo o sistema, encontramos: y, — ax, = yg — axg e:

i A
PR— Yg _ oY
xp —xp Ax

Concluimos assim, que o coeficiente a de uma fungdo afim é a diferenca das
ordenadas, dividido pela diferenca entre as abscissas de dois pontos da fungdo. Isto
é, corresponde a propria taxa de variacdo da funcdo. E como na funcdo afim, os
acréscimos iguais em x correspondem acréscimos iguais em f(x), significa que a
taxa de variacdo é constante (sempre igual), independentemente de quais dois
pontos utilizar.

A partir dessas consideragbes, podemos demonstrar outra informacdo ja
conhecida e ratificada no teorema a seguir.

Teorema 6.5.1: O grafico de uma fungdo afim € sempre uma reta.
Demonstracao: Consideremos, sem perda de generalidade, uma funcao afim
crescente, representada por trés pontos: (x;,v1), (x2,¥2) e (x3,¥3), conforme figura
6.5.1.
Da trigonometria do tridngulo retdngulo (ver secdo 10.2 — volume 2), temos
Y2 — V1 Y3 — V2

tga, = ———e tga, = —. r
g Xy — X1 a X3 — X3

Como a taxa de variacdao é constante,

w,. Y2~V Y3—Y2
entdo = , @ consequentemente:
X2—Xq X3—X2

tga1 = tgaz = ] = A>.

Como o ponto (x,,y,) é vértice comum

aos tridngulos, entdo os pontos
(x1,v1) , (x2,v2) e (x3,¥3) estdo alinhados o T2 T3

(pertencem a uma reta). -
Figura 6.5.1
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Os passos para essa demonstragdao nos trouxe também novas constatacgdes:
Y2—Y1 Y3~ Y2
X2—X1 X3—X2

e A expressao indica uma condigdo para o alinhamento de trés

pontos (reveremos esse assunto em geometria analitica plana - unidade 13).

e O coeficiente a da funcdo afim, além de ser a taxa de variagdo da fungdo,
corresponde a tangente do &ngulo entre o eixo x e a reta (veremos esse conteldo
na subsegdo 13.4.1 - volume 2). Por esse motivo, é também denominado de
inclinacao ou coeficiente angular da reta.

N3o tdo importante, apenas a titulo de relacionar por completo uma fungao
afim e uma reta, o coeficiente b da fungdo afim é denominado de coeficiente
linear da reta (ver segdo 13.4 — volume 2).

Um excelente exemplo de funcgdo afim, sdo as escalas termométricas. As
figuras 6.5.2 e 6.5.3 a seguir, mostram a relagdo entre as duas escalas Celsius e
Fahrenheit.

Pela figura 6.5.2, o aumento ou diminuicdo da temperatura ocasiona
acréscimos iguais nas duas escalas (taxa de variagdo constante), ou seja, a fungdo
que relaciona as duas escalas € uma fungado afim.

Fahrenheit Celsius
Fahrenheit } Ty
= '
Ponto de ebuligéo 212F ---| 100°C
da agua
212°F
180 —- T —T ] 100
Ponto de fusdo 30F . 0°c 32°F ¢
da agua
TC
0°C 100°C Celsius
Figura 6.5.2 Figura 6.5.3

Calculando o coeficiente a de ambas as escalas:

212—-32 _ 180 _[9
100—0 _ 100 |5

a— Tf —32 _ Tf_32 N Tf_32
Tc—0 Tc Tc

9
T =5T;—160=9T. =

9
5Tf = 9T, +160 = |T; =T, + 32|

Essa férmula é bastante conhecida na Fisica e é utilizada para transformar
medidas de temperatura entre as escalas.

O grafico dessa fungéo Ty = %TC + 32 estd na figura 6.5.3.
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20 exemplo: Vamos calcular a fungdo afim representada pela reta que passa
pelos pontos A(0,1) e B(-1,0).
Solugdo: Acompanhe o roteiro abaixo usando o coeficiente angular (taxa de
variacao).
12) Calcular o coeficiente a (angular da reta) usando os dois pontos.
_Ya~yp _ _1-0 1

XpA—XB 0o—(—» _ 1°

1.

292) Calcular o coeficiente angular da reta usando um dos dois pontos. Foi escolhido o

ponto A(0,1) e um ponto genérico P(x,y).

a = H Como a = 1, substituindo:

_1—-y o =
1= =% = 1-y=—x=[y=x+1]

Resposta: f(x) = x + 1.

Veja o grafico na figura 6.5.4.

Figura 6.5.4

Segunda solugio: Usando sistema de equag¢des do 12 grau com duas incégnitas.
19) Substitui o ponto A (0,1) na expressdoy = ax + b.

1=a0+b =1=>b=>[b=1]

22) Em seguida, substitui o ponto B (-1,0):

y=ax +b =>0=a(-1) + b= 0=—a+b.

Substituindo b = 1, dispomos de:

0=—-a+ 1> . = Resposta: .

Terceira solugdo: Usando matrizes.

12) Escreva uma coluna x e y, e em seguida, coloque os pontos A e B (na ordem em
que preferir) também em forma de coluna, de forma que os valores de x e y de cada ponto
estejam, respectivamente, na parte superior e inferior. Por fim, feche a matriz com outra

coluna com os valores de x e y, conforme a seguir.

A B
————
x "0 =1 «x
yoroo ' saIBa MaIs!
Esse método € justificado e
29) Multiplique as diagonais descendo. também utilizado na secdo 13.4 -
volume 2 (retas no plano).
x 0" —y

32) Multiplique as diagonais subindo.
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49) Iguale a soma dos valores das duas diagonais e isole o y.

x+0—y=0—-1+0 = x—y=-1 = [y=x+1]

Observag¢do: Podemos fazer os testes e verificar se a fung¢do y = x + 1 encontrada esta
correta. Para isso, testamos os dois pontos dados: A(0,1) e B(-1,0).

No ponto A, x = 0, entdo pela fungdo,y = 0 + 1 = 1 (ok!).

No pontoB,x = —1,entdoy = —1 + 1 = 0 (ok!).

Esse teste serve também para saber se outro ponto qualquer pertence ou ndo a reta.
Por exemplo, para saber se o ponto (100,103) pertence a essa mesma reta, basta substituir
x = 100 na funcdo e verificar se y resulta em 103. Da seguinte maneira:

y=x+1=y=100+1 =101. Como 101#103, o ponto (100,103) nao pertence a

reta.

392 exemplo: (VUNESP-SP) Um botanico mede o crescimento de uma planta,
em centimetro, todos os dias. Ligando os pontos colocados por ele num grafico,

obtemos a figura a seguir.

Se for mantida sempre essa
_ Altura(cm)
relagao entre tempo e altura, a planta

tera, no 30° dia, uma altura igual a:

a) 5cm D O

b) 6 cm oy ;

c)3cm ; i

d) 15 cm 0 5 10  Tempo (dias)
e) 30 cm

Solugao: Se for mantida a relacdo entre o tempo e altura, a funcdo se comportara
continuamente como uma reta. Para encontrar a fun¢do afim que representa essa reta,
vamos calcular primeiro o coeficiente a usando os pontos disponiveis grafico, que sao:
(5,1) e (10,2).

2—-1 1

a = —— =

10—-5 5
Em seguida, devemos calcular o coeficiente angular da reta usando um dos dois

pontos e um ponto genérico P(x,y). Escolhendo o ponto A(5,1), dispomos de:

1-y
@ = 5—x
Comoa = %, ao substituir encontramos
1 Y L s (—y)=5-x > 5-5y=5-x = |y=2]
5 5—x 5
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Desejamos a altura da planta no 302 dia, ou seja, para x = 30. Dessa maneira,

y = 35—0 = (letra b).

Outra solugdo: Visto que se trata de uma fung¢io linear, isto é, uma func¢do afim na
forma f(x) =ax , entdo vale a propor¢io, segundo o teorema fundamental da
proporcionalidade (teorema 6.2.2). Desse modo, se a planta cresceu 1cm em 5 dias, entao
em 30 dias, ou seja, 6 vezes mais, tera altura 6 vezes maior, o que nos da 6 cm.

E importante mencionar que o teorema 6.2.2, garante a proporc¢ao direta somente
para fungdes lineares. Se caso a fung¢ao crescimento da planta fosse f(x) zg—I— 3, ela

. . ~ . . . 30
cresceria 4 cm em 5 dias, mas ndo cresceria 6 vezes (24 cm) em 30 dias, pois f(x) = < +

3=9cm.

4° exemplo: Duas arvores de mesma espécie foram plantadas em solos
diferentes. A arvore A, inicialmente com 10 cm de altura, foi plantada em solo com
fertilizantes e atingiu a altura de 3 metros em 10 meses, enquanto a arvore B,
plantada inicialmente com 1 metro de altura e em solo sem fertilizantes, atingiu a
altura de 2 metros em 1 ano e 6 meses. Supondo um crescimento linear de ambas:

a) Calcule as fungdes que representam o crescimento de cada arvore.

b)Em quanto tempo as duas arvores tiveram a mesma altura? E qual foi essa
altura?

c) Se a altura maxima dessa espécie é de 10 metros, ou seja, nao ha mais
crescimento apds essa altura, em que menor tempo as duas arvores tiveram essa
altura?

d)Esboce o grafico da altura y de ambas as arvores em fungdo do tempo x.

Solugao:
a) Para um tempo x e altura y, temos os seguintes pontos:

Arvore A= A (0; 0,10) e B(10,3).

A B
x 0 10 x
Yy 0,10 3 ¥

1+2,9x

‘= 0,1x+10y=1+3x =y = =

60,1270 Moy
(Arvore A).
Arvore B= C (0; 1) e D(18,2).

0 18 2x

18+x
18

‘> x+18y=18+2x =y =

X L
y=4g+t 1| (Arvore B).
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Outra solugdo:
Os coeficientes b das arvores A e B, sdo respectivamente: 0,1 e 1.
Substituindo o ponto B (10, 3) na expressdaoy = ax + 0,1, obtemos

3 =a10 + 0,1 =2,9=10a=[a=0,29]=[y = 0,29x + 0,1}

Substituindo o ponto D (18,2) na expressdoy = ax + 1, encontramos
2 18 +1 =>1=18 ! ~ 41
= a. =>1= =la=—| =2|ly=-— .
“ T Y~ 18

b)Na mesma altura as ordenadas (y) de cada func¢do sdo iguais, logo

x x 4,22x
0,29x+0,1=—+1 = 029x——=1-0,1 =09 =

=
18 18 18

16,2
4,22x =162 = 4,22x =162 = x = ;— = [x= 3,84 meses]|.

»

Substituindo em qualquer uma das equag¢des encontramos a altura (escolhida a

arvore A):

y=029%+01 =y=0,29.384+0,1=1,11+0,1=|y=121m |

C)A arvore B atingird essa altura maxima, de 10 metros, em

x x x
y=ﬁ+1 :10=E+1: 9=ﬁ=|x= 162 meses|ou 13 anos e seis meses.

A arvore A atingira essa altura maxima, de 10 metros, em

9,9
=
0,29

y=029x+0,1 =10=0,29.x+0,1= 0,29x=9,9 =>x =

[x = 34,13 meses| (ou 2 anos e dez meses ).

Resposta: Como a arvore A atinge a altura de 10 metros primeiro, e arvore B, somente
em 162 meses, entdo o menor tempo em que as duas arvores terdo a mesma altura é 162
meses.

d

Altura (m)

1 [/ PR

Arvore A

]
1
1
;
H Arvore B
1
1 1
i 15 | N— i H
1 1 L
1 ! :
1 . : H
1 : :
0.1 i ! ! Tempo (meses)
1 i
3.84 34,13 162

50 exemplo: A amostra a seguir foi extraida da produgdo de grdaos de uma
fazenda por hectare:
Area (ha) | 1 4 8 10
graos (kg) | 150 450 850 1050
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a)Qual o modelo matematico (fungdo) que se ajusta aos dados?

b)Qual a producgd@o de graos para uma area de 25 hectares?

Solugao:

a) Para saber se o modelo matematico em questdao é uma fung¢io afim, iremos

calcular a taxa de variac¢do. Para isso, faremos mais uma linha de calculo na tabela.

X 1 4 8 10

% 150 450 850 1050

Ay 450—150 850—450 1050—850

— | — ——— =100 ————— = 100 ————— =100
Ax 4—1 8—4 10-8

Como a taxa de variacao é igual, trata-se de uma funcio afim, sendo o coeficiente a
essa taxa de variacdo. Para encontrar o coeficiente b vamos escolher um dos pontos.
Escolhendo o ponto (1, 150), temos:

y=ax+b = y =100x + b.

Substituindo o ponto (1, 150), encontramos

150 =100.14+b = b =150 —100 = [b = 50|
Desse modo, a fung¢do é |y = 100x + 50|

b) Como y corresponde a quantidade de griaos e x a area, obtemos para x = 25
hectares o valor de
y =100.25 + 50 = 2500 + 50 = 2550 graos.

| EXERCICIOS 6.3 [|

1)Calcule a fungao afim representada pela reta que passa pelos pontos:
a) A(0,-1) e B(-1,0) c) C(0,5) e D(-4,0)
- 2 1
b) A(3,3) e B(-1,2) d) E(-l,g) e F(E’O)

2)Calcule a funcgdo afim representada pela reta dos graficos que estdo a seguir.

y.s

a) b) 7

-3 -2
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3) (UDESC 2008) A soma do coeficiente angular com o coeficiente linear da reta
que passa pelos pontos A(1, 5) e B(4, 14) é:
a)4 b)-5 c) 3 d) 2 e)5

4)Calcule a fungdo afim representada pela reta cujo coeficiente angular é -1 e
passa pelo ponto (2,3).

5)Calcule a fungdo afim representada pela reta cujo coeficiente linear é zero e
passa pelo ponto (-1,-1).

6)Um engenheiro agronomo anotou a altura média de uma plantagdo cujas
informacgdes estdo no quadro a seguir:

Tempo(meses) 2 5 7
Altura(metros) | 0,52 | 6,52 | 10,52

Supondo um crescimento sempre linear, qual a altura média dessa plantagdo
em 10 meses? Qual a férmula que relaciona o tempo e altura?

7)Em um determinado experimento percebeu-se que ao aplicar um acréscimo
em uma grandeza (x), a outra grandeza (y) também sofria um acréscimo
proporcional. Alguns valores desse experimento estdo na tabela a seguir. Complete-
a.

x -4 0 7 9 12
19,1 29,6

8)A altura de uma planta foi acompanhada més a més, conforme o grafico. E
possivel, a partir de uma conta simples e imediata, saber a altura dessa planta no
terceiro més? Se sim, calcule.

¥ Attura da planta (cm)

-

Tempo de crescimento (més)

9)(UNESP) Apresentamos a seguir o grafico do volume do alcool em fungdo de
sua massa, a uma temperatura fixa de 0°C.
Baseado nos dados do grafico, determine:
a) a lei da fungdo apresentada no grafico;
b) qual é a massa (em gramas) de 30 cm? de &lcool.

| 202



Volume(cms3)

S0/ v =i e e 15 1 (40, 50)

1
1
1
1
I
1
1
| Massa(g)
1

(0, 0) 40

10)Uma empresa A vende um determinado grao por R$ 480,00 a tonelada,
mais frete de R$ 6.200,00. Uma empresa B vende o mesmo grao por R$ 530,00 a
tonelada mais cobra um frete de 3.700,00.

a) Em qual quantidade de graos (em toneladas), a empresa A e B tem o mesmo
valor de venda incluindo o frete?

b) Esboce um grafico da tonelada (no eixo x) versus o custo (no eixo y) de cada
empresa.

11)(UNESP - SP) Ao ser inaugurada, uma represa possuia 8 mil m3 de agua.
A quantidade de agua da represa vem diminuindo anualmente. O grafico mostra
que a quantidade de agua na represa 8 anos apds a inauguragao é de 5 mil m3.

Se for mantida essa relacao de linearidade entre o tempo e a quantidade de
agua em m3, determine em quantos anos, apés a inauguragdo, a represa tera 2 mil
m3.

em milhares de mentros clbicos

0 8 t (anos)

12) A taxa assimilatéria liquida (TAL) representa a capacidade da planta
aumentar o peso em termos de area de sua superficie assimilatdria, num intervalo
de tempo. A TAL também responde a aumentos de IAF (indice de area foliar), mas
o efeito é dependente da disposicdo das folhas na planta.

Fonte adaptada: (REIS, 2018)
Considerando a tabela a seguir para valores aproximados, para que valor do
IAF a beterraba e a couve tem a mesma TAL?
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Planta beterraba couve
IAF 1 6 5 3
TAL 100 70 20 60

13)A seguir estdo as informagdes do crescimento linear de duas plantas em
relagdao aos meses.
a)Qual a férmula que relaciona y altura e x meses de cada planta?
b)Em quanto tempo as duas plantas apresentou a mesma altura?

Altura (m)
Planta 2

Planta 1

[ B e

Meses

14)A cada 100g de um adubo A, tem-se 18g de nitrogénio e 30g de potdassio.
A cada 200g de um adubo B, tem-se 24g nitrogénio e 36g de potassio. Quantos
gramas de cada adubo serdo necessarios para ter em um solo 72g de nitrogénio e
114g de potassio? Faca os graficos dos pesos do adubo A no eixo x e do adubo B

no eixo y e interprete a solugdo geometricamente.

15)A producdo de milho necessita de uma série de fatores de produgao, como
terra, trabalho, maquinaria, fertilizantes e defensivos. A aplicagdo que se segue
concentrou-se na escolha da combinagdo 6tima de dois fertilizantes — nitrogénio(N)

e fésforo(P) — mantendo constante os demais fatores.

Fonte: (BATALHA, 2017)
Supondo que o nitrogénio e fésforo custem respectivamente 50 e 30 centavos

por quilo e que o agricultor deseja despender 500 reais por hectare em adubacao,
qual a fungdo que relaciona a quantidade de nitrogénio e fésforo? Esboce o grafico
NxP.

16) O conceito de mercado refere-se a uma area geografica onde compradores
e vendedores tém as facilidades para negociar um com o outro os termos do
mercado (prego e quantidade) e onde as forgas de oferta e demanda atuam de
modo a determinar o equilibrio.
Fonte: (NEVES, ZYLBERSZTAIN e NEVES, 2005)
De acordo com o grafico a seguir, qual o pregco do quilograma do arroz e a
quantidade por dia (em tonelada) desse ponto de equilibrio?
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17) O pH adequado para a maioria das culturas situa-se na faixa de 6,0 a 7,0.
As plantas tém dificuldade de viver em solos com reacgdo inferior a 4,0 ou superior
a 9,0. Raramente se encontram solos nessas condigdes. Porém, mesmo na faixa de
4,0 a 9,0, pode haver problemas de solubilidade e assimilagdao de nutrientes, o que

exige corregao do solo.
Fonte: (LUZ, FERREIRA e BEZERRA, 2002)

A imagem a seguir relaciona a disponibilidade dos nutrientes com o pH.

< E (8,5;9)
= Ferro, Cobre
E Manganés e Zinco )
= Molibdénio
§, B (5;8 C (5,5:7) e Cloro
£
Fosforo
Nitrogénio,
Enxofre
D (5;4) e Boro
Potassio, Calci
e Magnésio
Aluminio
T T T T
5,0 6,0 7,0 8,0

a) Analisando uma conjuntura com todos os nutrientes no grafico, explique
por que a faixa de 6,0 a 7,0 é o pH ideal.
b) Considerando os pontos A, B, C, D e E como referéncia para os calculos,

qual o valor do pH no ponto A?

18)A tabela a seguir mostra uma estimativa da produtividade de uma cultura
de soja (quantidade de plantas por hectare), a partir da quantidade de plantas por

metro, usando um espacamento de 40cm.

Plantas por metro 8 9 10 11 12
Plantas por hectare (mil) 200 | 225 | 250 | 275 | 300

Fonte adaptada: (SILVA, 2015)

a)Qual o modelo matematico e a fungdo que se ajusta aos dados?
b)Quantas plantas por hectare terd essa cultura, se a quantidade de plantas
por metro for 16?
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6.6. Regressao linear

Nos exemplos e nos exercicios anteriores, os dados foram rigorosamente
representados por fungbes afim porque tiveram suas fontes adaptadas. Porém,
dentro de um contexto estatistico, com dados provenientes de experimentos ou de
outras fontes com informacgdes ndo adaptadas, isso é raro de acontecer.

N3o obstante, e em alguns casos, € possivel que os dados se aproximem de
uma reta, de uma mesma taxa de variagdo, o que sugere que a fungdo que melhor
se aproxima aos dados, nesse contexto, seja uma fungdo afim.

Para calcular essa fungdo iremos adotar dois métodos: a média aritmética da
taxa de variagdo (método alternativo) e a regressao linear (estudada na estatistica).
Ambos os métodos consistem em encontrar uma fungdo afim que se ajusta, com
excelente aproximagdo, aos dados envolvidos, permitindo, portanto, calcular,
estimar e fazer projecdes a partir dessa fungao.

19 método (média aritmética da taxa de variagao): Esse método consiste
em calcular a fungdo de ajuste usando a média aritmética das abcissas (x) e das

ordenadas (y), além da média aritmética das taxas de variagéo.

Exemplo: A safra de um grdao em funcdo de doses crescentes de adubo
nitrogenado aplicado em cobertura, estdo expressos a seguir:
Nitrogenio kg ha=1 | 10 20 30 40 50
Safra kg ha™t 1100 | 2200 | 3200 | 4100 | 5300

a)Qual a fungao linear que se aproxima aos dados?
b)Qual o valor aproximadamente da safra para uma dose de N = 60 kg ha™1?
Solugao:

a) Completando a tabela com a taxa de variagdo e as médias aritméticas:

Nitrogenio| Safra Ay
—1 1 Ax Observe que as taxas de
(kg ha™") (kg ha™") variago estdo relativamente
10 1100 proximas da igualdade, o que
20 2200 2200—1100 110 sugere que seja a fungdo
20—10 - afim, a func¢io que melhor se
30 3200 3200—2200 100 aproxima aos dados.
30-20
40 4100 4100—3200
40-30
5300—4100
50 5300 — 120
50—40
x = 30 y = 3180 Ay
Y = _ 105
Ax

O coeficiente angular da reta sera e o ponto a ser utilizado na substitui¢ido

sera o (30, 3180), conforme a seguir.
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y=ax+b = y=105x+b.
3180 =105.30+b = b =3180— 3150 = [b = 30] A funcio é|f(x) = 105x + 30[.
Veja no grafico da figura 6.6.1 a excelente aproximacao da reta aos pontos.

b) y = 105x-30 = y= 105.60-+30 =6330.

Para uma dose de N = 60 kg ha™1, a safra sera de aproximadamente 6330 kg ha

=1

22 método (minimos quadrados): Esse método é conhecido na estatistica
como regressao linear utilizando o método dos minimos quadrados. Vamos aos
calculos e a féormula.

A somatodria dos quadrados dos desvios &

Gn — 0%+ g — )%+ Uy — 3% A+~ — 30° -

PSR ST £ 2
Pelo qual podemos escrever como: § = 3;=7 (y; — y)?. A demonstragio dessas
férmulas encontra-se no
volume 4 dessa colegio.

Considerando y = ax + b, temos: § = 3{Z7 (y; — ax; — b)2.

i i X —ax;—b)=0
O valor minimo de S e dado por: {in(yi sy B = 0"

E os valores de a e b s3o dados por:

i=n _ Ni=N 4 pi=n
= N XY Xi=1XiZi=1Y; g g s
= : . . =
i=n 4 2__(vi=n
nyiZfx;*—(ziZhx;)

Utilizando as médias equivale a:

1=n — =N 4.
i=1Yi—AXi=1Xi
—~ .

X .V, Onde:
e X;y, ¢amédiaaritmética dos valores de xy;

e Xx; éamédia aritmética dos valores de x;

e y. éamédiaaritmética dos valores de y;

P— — o x;7 ¢éamédia aritmética dos valores de x?;
=y, - a. — KD S TTRSNETr
Y . e (x,)? éoquadrado da média aritmética dos valores

de x.

Utilizando o exemplo anterior, vamos calcular a funcdo afim que se ajusta aos
dados de acordo com esse 2° método.
Solucgdo:
a) De acordo com o método acima, é preciso calcular os valores de xy e x% além das

meédias de x, y, xy e x?.

x y xy x*

10 1100 11000 100

20 2200 44000 400

30 3200 96000 900

40 4100 164000 1600 Médias

50 5300 265000 2500 aritméticas
x = 30 y = 3180 xy = 116000 X% =1100
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Xiy,—X;-¥Y; 116000—30. 3180 _

T oxA—(@m)? 1100—(30)* - 6000{ f(z) = 105 x + 30
116000— 95400 20600 -
1100=900 _~ 200 = L2=103}

4000

b=y —aXx; > b=3180-103.30 =[b =90]

gx)=ax+b = Ig(x) =103x + 90|.

3000
g(x) = 103 = + 90

2000

1000

b))y =103x+90 = y = 103.60 +90 = 6270.

0 -10 10 20 30 40 50 60 70 80
Paraumadosede N = 60 kg ha™!, asafrasera o

de aproximadamente 6270 kg ha™'. Figura 6.6.1

O grafico da figura 6.6.1 mostra as duas retas, uma de cada método, quase
sobrepostas. Porém, qual das duas retas melhor se aproxima dos dados?

Para responder essa pergunta é preciso primeiro estabelecer qual o critério de
proximidade a ser adotado. Vamos utilizar nessa obra a soma dos minimos
quadrados, especificamente o coeficiente de determinagao a seguir.

6.6.1. Coeficiente de determinacao (R2)

O coeficiente de determinacdo (R?), utiliza a soma dos quadrados da regressdo
a fim de verificar o quanto, em termos percentuais, o modelo matematico proposto
é adequado.

O valor de R? varia de 0 &2 1 (de 0 a 100%). Quanto mais préximo esse
coeficiente for de 100% mais o modelo matematico proposto é adequado. Seu valor

é calculado por:

Onde:
K7 - e SQgrEgs ¢ a soma dos quadrados dos residuos. Residuo
R?=1- T ¢ a diferenca entre y da tabela e ¥ da reta proposta.
- e SQpp ¢ asoma dos quadrados da diferenga entrey e a

média de y, representada por (y).

Convém observar que, para o coeficiente de determinacdo ser 100% é
necessario que SQrgs seja zero (analise a férmula), ou seja, é preciso que n&o haja

diferenca entre y da tabela e ¥ da reta proposta. Isso acontece somente quando a
reta proposta se ajusta perfeitamente aos dados.

Como exemplo de aplicacdo, vamos calcular o coeficiente de determinagao de
cada reta proposta no exemplo anterior e verificar qual delas melhor se aproxima
aos dados.

Do 1° método:
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y -2 -2
* Y (dareta 105x + 30) (residuos) (diferencga p/ média)
10 1100 1140 1600 4326400
20 2200 2190 100 960400
30 3200 3240 1600 400
40 4100 4290 36100 846400
50 5300 5340 1600 4494400
y =3180| = ------ SQrrs =41000 SQpm =10628000
2 _ 4 SQggs 2 _ 4 41000 _ )
R°=1 SQpa >R =1 10628000 — 0,9961 = 99,61%.

Do 2° método:

. ; v o —»? - »F
(dareta 103x + 90) (residuos) (diferenca p/ média)
10 1100 1120 400 4326400
20 2200 2150 2500 960400
30 3200 3180 400 400
40 4100 4210 12100 846400
50 5300 5240 3600 4494400
y =3180 SQgrps =19000 SQpy =10628000
R*= 1—%’;5; =>R? = 1—%= 0,9982 = 99,82%.

A reta (ou a funcgdo afim) encontrada utilizando o 2° método (minimos

quadrados) é a fungdo que melhor se aproxima dos dados, pois possui um

coeficiente de determinagdo maior (de 99,82%).

290 exemplo: A producdo de graos (de 15 produtos) pesquisados pela CONAB
no Brasil estdo na tabela a seguir:

Ano Producao
1 226.544
2 232.722
3 243.965
4 252.269

Fonte: (MINISTERIO DA AGRICULTURA, 2016)

a)Qual a funcao linear que se aproxima aos dados?

b)Calcule o coeficiente de determinacao?

c) Qual a projegao para 2020/2021 segundo a fungao encontrada no item a?
Solugao:
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a) Utilizando o 22 método (minimos quadrados), vamos calcular os valores de Xy e

xz, além das médiasde x, y, xy e x%. Para simplificar os dados, vamos denotar os anos 2016,

2017,2018 e 2019, como anos 1, 2, 3 e 4.

Producgéo 2
Ano xy X
(mil toneladas)
1 226.544 226.544 1
2 232.722 465.444
3 243.965 731.895 9
4 252.269 1.009.076 16
X =25 y = 238.875 xy = 608.239,75 | x2=7,5

a - X y;—XxX;-y; 608239,75—2,5.238875 _ 11052,25

=—=1L = =8841,8 = 8841,8|
x;%—(%7)? 7,5—(2,5) 1,25 =
b=y —aXx, = b=1238875—-8841,8.30 = |b=216770,5|

y =ax+b = [y =8841,8x + 216770,5]

b)
— )2 _ 2
Producao y O=» o=y
Ano ) (residuos) (diferenca p
(mil toneladas)| (8841,8x +216770,5) L
/ média)
1 226.544 225512,3 868064,9 152053561
2 232.722 234454,1 3000170 37859409
3 243.965 243295,9 447694,8 25908100
4 252.269 252137,7 17239,69 179399236
— | y=238875 | - SQrps =4333170 | SQpy =395220306
2 _ 1 _ SQggs 2 _ 1 _ 4333170 _ o
R°=1 _SQDM >R =1 395220306 — 0,9890 = 98,90%.

¢) O ano de 2020/21 é o ano 5 do nosso quadro acima. Substituindo na fungio, temos
y = 8841,8.5 +216770,5 = 260979,5.
A projecao para 2020/21 é de 260.979,5 mil toneladas de graos.

6.6.2. Regressao linear usando planilha eletrénica

Como demonstragdo, iremos utilizar usar a planilha do Microsoft Excel
(detalhes no prefacio) e as informacgdes do 2° exemplo anterior.

Ao abrir o Microsoft Excel digite numa pasta de trabalho em branco as
informacgdes da tabela.

Selecione todos os valores (sé os valores), va ao menu superior e clique na
aba “inserir”. Nas opgdes dessa aba, clique em graficos de dispersdo, conforme
a seguir:
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M= P, |fl =
% EldLEd & 2 an. U %
Tabela Tabelas Dindmicas Tabela Imagens Imagens . Aplicativos para Gréficos ,, Grafico Power | Linh;
Dindmica Recomendadas Online @+ o Office ~ Recomendados ™ E_Dmémrco' View |
Tabelas es i Grafi |
Grificod | | X« fi s B)e
3 Bl |
A B c D E G H |
1 x Yy /
2 1 226544 B %
3 2 232722
4 3 | 24395 Bolhas
5 4 252269 ° o
6 o = |08 [@8 H
7 1 Titulo do ¢
8 la Mais Gréficos de Dispers3o...
q 255000
O grafico a seguir sera mostrado:
Titulo do Gréfico
255000
‘ °
250000
245000 ‘ r
|
240000 ‘
235000 ‘
| L
230000 ‘
°
225000
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

IXOII\e) PAGINAINICIAL | INSERIR | LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBIGAO

NOCOES ELEMENTARES

Clique sobre o grafico em seguida, va a aba “"DESIGN”, clique na primeira opgao

dessa aba:
Tendéncia” em seguida escolha a opgdo “Linear”.

“Adicionar elemento grafico”,

depois clique novamente em “Linha de

Conforme a ilustragdo a seguir:

PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADQ
—~B— 00 e = ™
i Ny S
Layout  Alterar ||= : S =
(Fr’J" fico > Répido - Cores -
ih Eixos >
Idh Titulos dos Eixos >
@ Titulo do Grafico > D E F G
fili Rétulos de Dados » ] |
d: Tabela de Dados » &
s Barras de Emos » &
5
fif Linhas de Grade >
a2 Legenda > o
10 Linhas > _‘,_l T
| Linha de Tendéncia L N2
/ Nenhum
k4 Barras Superiores/Inferiores »
1 " Linear
12
13 |_j Exponencial
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Clique sobre a reta com o botdao direito e selecione a opgao formatar linha de
tendéncia:

Titulo do Gréfico [+] |
& - [/~
255000 1 &= [série1 Linha de -|
. . y=8841,8x 4 Prienthlmento de Topicos
e [T
245000 - - Excluir
240000 ! “E] Redefinir para Coincidir Estilo
55505 | 1/l Alterar Tipo de Grafico..
P Selegionar Dados...
230000
. a Rotagdo 3D... A
225000 )% Formatar Linha de Tendéncia.. $~
220000 I I —
0 05 1 15 2 25 3 35 a a5
|

Em seguida marque a opgdo: “Exibir equacdo no grafico”:

Tl

["] Definir Interse¢do 0,0

-
Marque essa opgao caso deseje que
Exibir Equagao no grafico o Excel mostre o coeficiente de

] " . determinagao.
(=] [[] Exibir valor de R-quadrado no grafico <1 \_

O Excel mostrard a fungdo y =8841,8x+ 216771, conforme a imagem a
seguir.

Titulo do Grafico

255000

y = 8841,8x + 216771 ,®

250000 R*=0,989 ..*"

245000 .
240000
235000
230000

225000

220000
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6.6.3. Regressao linear usando calculadora cientifica

Como demonstragdo iremos utilizar a calculadora VINACAL VN-500MS (ou
CASIO FX-82MS - detalhes no prefacio) e as informagdes também do 2° exemplo
anterior.

Inicialmente, zere a memodria e as configuragdes da calculadora tecle:

ﬁ' @ ’ SHIFT, MODECLR, 3, =

20 - Tecle: .ﬁ (MODECLR, 3 - corresponde a regressao).

A tela da calculadora mostrara as opgdes que estdo na figura 6.6.3.1;

30 - Tecle: (que corresponde a linear);

40 - Digite os pontos (os pares) separados por virgula e tecle em .

Exemplo do primeiro ponto: (1,226544):

POoO0000 0o

Aparecera n = 1 na tela;

Ao digitar o segundo ponto e teclar em M+ aparecerd n = 2 na tela, e assim
sucessivamente. Continue o processo até o ultimo ponto.

50 - Ao término da inclusdo dos pontos, tecle: ﬁt a (SHIFT, 2 -
refere-se a variancia);

60 - Tecle a seta para a direita da calculadora duas vezes, conforme indica a
“*mdo” na figura 6.6.3.2. A tela apresentada esta na figura 6.6.3.3.

7° - Na tela da figura 6.6.3.3, temos as opgdes: 1 para o coeficiente A (que é
o coeficiente linear da funcdo afim), 2 para o coeficiente B (que é o coeficiente

angular da fungdo afim) e 3 para r (coeficiente de determinacgao).

Tecle: B (e o visor mostrara o coeficiente linear: 216770,5 - figura
6.6.3.4);

89 - Refaga os passos 5° e 6° para voltar as opgdes (de variancia);

90 - Tecle: aa (e o visor mostrard o coeficiente angular: 8841,8 -

figura 6.6.3.5);
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10° - Refaga os passos 5° e 6° para voltar as opgdes (de variancia);

11° - Tecle: B B (e o visor mostrard o coeficiente: 0,9945 - figura
6.6.3.6).

Esse é o coeficiente de correlagdo, para o coeficiente de determinagdo é preciso
elevar esse valor ao quadrado. Para isso, tecle: = e o visor mostrarad o
valor 0,9890.

As figuras estao a seguir.

— ———

INRCFIL sconmnc cacosron V-S00MS INRCFIL - e cacumons VI1-S00MS. INRCFIL - scommc cacumon V11-S00MS.

Figura 6.6.3.4 Figura 6.6.3.5 Figura 6.6.3.6
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[ EXERCICIOS 6.4 I

1) Os dados a seguir mostram o diametro a altura do peito (DAP) de uma
arvore de acordo com a sua idade (em anos). Supondo uma projegdo linear:

Idade (ano) DAP (cm)
5 2,5
10 5
15 7,4
20 9,8
25 12,7

a)Calcule a fungao que melhor se aproxima aos dados usando o 1° método.

b)Calcule a funcdo que melhor se aproxima aos dados usando o 2° método
(minimos quadrados).

c) Calcule o coeficiente de determinagdo o 2° método (minimos quadrados).

d)Calcule o valor do DAP dessa arvore com 40 anos (use 2° método).

e) Construa no grafico cartesiano da reta de regressao linear e o pontos.
f) Confirme as

informagbes em uma planilha eletrébnica ou em uma
calculadora cientifica.

2)0Os dados a seguir mostram a altura de uma arvore (em metros) de acordo
com a sua idade (em anos). Supondo uma projegao linear:

Idade (ano) Altura (m)
5 2,1
10 6,2
15 10,1
20 16,8
25 22,9

a)Calcule a funcao que melhor se aproxima aos dados usando o 1° método.

b)Calcule a funcdo que melhor se aproxima aos dados usando o 2° método
(minimos quadrados).

c) Calcule a altura dessa arvore com 40 anos (use o 2° método).
d)Construa no grafico cartesiano da reta dos minimos quadrados e o pontos.

e)Confirme as informagdes em uma planilha eletrénica ou calculadora
cientifica.

3) A area plantada (em mil hectares) por grdaos no Brasil, segundo a CONAB,
estdo divididos por ano conforme a tabela a seguir.
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Producao
Ano
(mil toneladas)
2016/17 60.920
2017/18 64.071
2018/19 66.641 i
Fonte: (MINISTERIO DA AGRICULTURA, 2016)
2019/20 69.097

Usando a regressdo linear (método dos minimos quadrados), calcule:
a) A fungao que melhor se aproxima aos dados (use 1, 2, 3 € 4 na primeira
coluna).
b) A projecdo para 2020/2021.

4) O salario e os anos de experiéncias dos empregados de uma empresa estdo
listados a seguir.

Experiéncia Salario
0 1052,00
1 1354,00
5 2550,00
10 4080,00
12 4700,00

Usando a regressdo linear (método dos minimos quadrados):
a) Qual a funcdo que melhor se aproxima aos dados?
b) Calcule o coeficiente de determinagao.
c) Qual a projecdo para o salario de um empregado com 15 anos de
experiéncia?

5) Um experimento foi conduzido em pomar comercial no municipio de Vacaria-
RS, nos ciclos vegetativos de 2008/2009 e 2009/2010 para ajustar e testar modelos
matematicos simples, precisos e acurados para estimar a area foliar de macieiras
Royal Gala e Fuji Suprema cultivadas sob tela antigranizo e em céu aberto. Os dados
do experimento sobre a area foliar (cm?2) e as dimensdes das folhas (comprimento
X largura), estdao na tabela a sequir:

Comprimento x largura | Area foliar
10 6,962
20 13,924
30 20,886
40 27,848
50 34,81

Fonte: (BOSCO, BERGAMASCHI, et al., 2012)
Usando a regressédo linear (método dos minimos quadrados):
a) Qual a fungdao que melhor se aproxima aos dados?
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b) Qual o valor aproximado do comprimento x largura de uma macieira com
52,215 cm2 de area foliar?

6) Um experimento realizado na cidade de Catolé do Rocha - Paraiba, teve
como objetivo avaliar a massa seca da folha e a massa seca da raiz de feijdao caupi
(Vigna unguiculata (L.) Walp) sob doses de biofertilizante e aplicagdo de diferentes
laminas de irrigagdo. Os dados estdo a seguir:

Doses de biofertilizante | Massa seca da folha | Massa seca da raiz
0 17,6 14,39
30 19,2 15,9
60 20,7 17,4
920 22,3 18,9

Fonte adaptada: (MARTINS, LAURENTINO, et al., 2018)
Usando a regressdo linear (método dos minimos quadrados):

a) Calcule a fungdo que se aproxima aos dados para as duas massas.
b) Qual o valor da massa seca da folha para uma dose de biofertilizante de
100 ml?

C) Qual deve ser a dose de biofertilizante para que a massa seca da raiz seja
igual a 20,4 g?

7)Na tabela a seguir esta o valor de producgdo da laranja (em toneladas) em
Porto Grande-Ap, no periodo de 2006 a 2009.

Ano Producao(t)

2006 2.010

2007 2.640

2008 2.874

2009 3.819

2010 1222 Fonte: (PREFEITURA MUNICIPAL DE PORTO GRANDE, 2013)

Usando planilha eletrénica ou calculadora cientifica:

a) Calcule a fungao que se aproxima aos dados (use 1, 2, 3 e 4 na primeira
coluna).

b) Calcule o coeficiente de determinacao.
c) Qual a projegcao da produgao desse fruto para 20207

8) Na tabela a seguir estdao os valores de crescimento de mudas de pinhao
manso (altura da planta) em fungao das doses de superfosfato simples (DSS)
aplicadas:

Doses (kg m™3) Altura da planta(cm)
125 967
2,50 1083
5,00 11,77
7,50 12,07
10,00 12,27

Fonte adaptada: (PRATES, LUCAS, et al., 2012)
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Usando planilha eletrénica ou calculadora cientifica:

a) Calcule a fungdo que se aproxima aos dados.

b) Calcule o coeficiente de determinagado.

c) Qual a projecdo da altura da planta para uma dose de 15 kg m™3?

9) A seguir estd uma série histérica de 2010 a 2017 da produgdo de agai (em
toneladas) no estado do Para.

Ano Producao (t)
2010 706.548
2011 742.484
2012 817.246
2013 825513
2014 795253
2015 1.000.850
2016 1.080.612
2017 1.273.568

Fonte: (TAVARES, HOMMA, et al., 2020)

Usando planilha eletrénica ou calculadora cientifica:

a) Calcule a fungdo que se aproxima aos dados.

b) Calcule o coeficiente de determinacao.

c) Calcule a projecao da producgao do acgai para 2019.
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7. FUNCAO QUADRATICA

A funcdo quadratica pode ser encontrada em muitas situagdes nas ciéncias
agrarias, seja no desenvolvimento e otimizacdo de uma cultura em doses diferentes
de um determinado nutriente, na produtividade de um grdo, na previsdo do niumero
de frutos, no crescimento de animais ou plantas, nas projecdoes de producgao e
faturamento, entre outros.

7.1. Definicao

Definigdo 7.1.1: Denomina-se fungao quadratica, qualquer fungdo f:R - R
definida pela lei de associagdo f(x) = ax® + bx + ¢, onde a, b e c sdo numeros
reais (com a # 0), denominados de coeficientes.

Vejamos alguns exemplos de funcdo quadratica e seus respectivos
coeficientes:

v f(x)=3x2 —4x +1 = a=3,b =—4ec=1;
v f(x) =x*—-1 =2 a=1b=0ec=—1;
v f(x) = —x*+8x= a=—1,b= 8ec=0;
v f(x)= —4x?=> a=—4b=0ec=0;
3 5 3 5
v = 22 —_ = —— = — =
f(x) 7X°+gx = a 2D gec 0.

7.2. Grafico

O grafico de uma fungdo quadratica é uma parabola (demonstracdo na
subsecdo 13.6.4 - volume 2).

Como exemplo inicial, vamos construir o gréafico da fungdo f(x) =x*> — 5x + 6.
Para visualizarmos o grafico (a parabola) dessa fungdo, podemos utilizar os mesmos
valores habituais para x (utilizados na fungao afim: -2, -1, 0, 1 e 2), ou quaisquer
outros, uma vez que a fungdo quadratica é também definida para todo o conjunto
dos numeros reais (R). Neste exemplo especifico, e com o objetivo de visualizar a
sua curvatura pretendida, foram utilizados os valores na tabela abaixo.
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x x? —5x +6 y
0 0?-50+6 6
1 12-5.1 +6 = 1-5+6 2
2 22-52+6=4—-10 +6 0
3 32-53+6=9-15+6 0
4 42-54+6=16-20 +6 2
5 52-55+6=25-25+6| 6

Importante: Apés todos os pontos postos no plano cartesiano, traceja-se a curvatura
sobre eles. Este procedimento é devido a fung¢do ser definida em todos os reais (R) e nao

somente nos valores utilizados na tabela.

29 exemplo: Vamos construir o grafico da fungdo f(x) = —x? — 2x.

Solugado: Atribuindo os mesmos valores habituais para x: -2, -1, 0, 1, 2, temos

h 2
* _xz - Y (-2, 0) oNi (0, 0)
> (27 2(2=4+4 | 0 N et d
-1 C1p-2.(1)=1+2 | 1 1 \a-»
0 -02-2.0=0+0 0 -
1 17 2.1=1-2 3 -
2 27_2.2= 44 -8 i @ -8)

-10

EEEETEsEE

Observacao: A ultima linha da tabela acima foi calculada apenas para visualizar a

curvatura caracteristica da parabola.

A curvatura em forma de parabola caracterizada pelo grafico de uma fungdo
quadratica, esta presente no nosso cotidiano e possui importantes aplicagdes. Entre
as aplicagbes podemos citar a propriedade receptora e refletora, o foco e a altura
maxima, cujas ilustragdes estdo a seguir.

As antenas parabdlicas
possuem elevada capa-
cidade de recepcao de sinal
devido a concentracdo de
diversos  sinais  (ondas
eletromagnéticas) em um
Unico ponto (no foco do
paraboloide).

Pixabay.com
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Os raios de luz emitidos
pela léampada (que esta no
foco) sdo refletidos pela
curvatura espelhada em
forma de paraboloide
presente na lanterna, au-
mentando assim, a inten-
sidade de luz.

Pixabay.com

A trajetoria de uma bola de
basquete em direcdo a
Altura méxima cesta, pode ser descrita por
P uma parabola.

Distancia da cesta

Pixabay.com-adaptado

Outros elementos importantes dessa curvatura serdao vistos nos tdépicos
seguintes, e outros mais, em geometria analitica nas subsecbes 13.6.3 e 13.6.4
(volume 2).

Algumas caracteristicas dessa curvatura podem ser verificadas
antecipadamente, sem a necessidade da construgdo do grafico, como é o caso da
concavidade anunciada no teorema a seguir.

Teorema 7.2.1: Seja uma fungdo quadratica f:R — R definida por f(x) =

ax® +bx + c:

Se a > 0 (positivo), a parabola tem a concavidade voltada para cima:

Se a < 0 (negativo), a parabola tem a concavidade voltada para baixo:

225 |



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CON l‘EX'l‘U.»\l,IZA(;;\() - MODELAGEM - TECNOLOGIA

A demonstragdo desse teorema estd na segdo 7.4.

Para constatar essa informagdo, veja que
a concavidade da parabola do primeiro
exemplo esta para cima, pois o coeficiente a da
fungdo f(x) =x* — 5x + 6, é 1 (positivo). E
que a concavidade da parabola do segundo
exemplo, estd para baixo, pois o coeficiente a

da fungdo f(x) = —x? — 2x, € —1 (negativo).

A

\> SAIBA MAIS!

No caso da fungdo quadrdtica 6
existem dois sentidos de concavidade: para
cima ou para baixo. Porém, existem
pardbolas com sentido de concavidade para
esquerda, para direita ou em qualquer outro
sentido, conforme subse¢do 13.6.3 — volume
2, que estudaremos em geometria analitica.

4

[ EXERCICIOS 7.1 I

1)Construa o grafico das seguintes fungdes quadraticas:

a)f(x)=x2—-2x+1
b)g(x)=—x2—x+2
Ah(x)=x2+x+1

d)i(x) = —x? — 5x
e)j(x)=—x2—4
f) k(x) = x?

2) (UNESP - SP) A expressao que define a fungdo quadratica f(x), cujo grafico

esta esbogado, é:
a)f(x)=—-2x%2—-2x+4
b)f(x) =x%2+2x—4
Af(x)=x2+x-—2
d)f(x) =2x%2+2x—4
e)f(x)=2x*>+2x—2

3) A fungdo que representa o grafico da fungdo f(x) a seguir é:

a)f(x)=—x?—4x+4
b) f(x) = x? + 4x — 4
) f(x)=—x%2+4
d)f(x)=x%2—-4
e)f(x)=—x%2—2x+2
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7.3. Zero da funcao quadratica

Definicdo 7.3.1: Chama-se zeros da fungdo quadratica f(x) = ax® + bx + c,
0s numeros reais x, tais que f(x) = 0.

De outra forma, os zeros da funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ sdo as
solucdes da equacdo do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0, pelas quais sdo dadas pela

formula:
—b+Vb* — 4ac ekl
S =S Fazendo A = b? — 4ac, temos: W= 2a
—b+VA 2 P i P A
Como: x = e usaremos a notacao x’ (“xis linha”) e x” (“xis duas

linhas”), para diferenciar os dois possiveis zeros da funcdo.

Erroneamente alguns livros didaticos (somente os brasileiros) atribuem essa
formula de calculo de zeros de uma funcgdo quadratica, ao matematico hindu
Bhaskara (1114-1185). No entanto, a utilizacdo de férmulas na Matematica surgiu
somente 400 anos depois de sua morte. Dessa forma, ndo poderia ele ter
descoberto férmula alguma. Além disso, registros histéricos revelam que os
babildonicos e os indianos ja sabiam resolver as equacdes quadraticas da forma
ax? + bx = c, utilizando a regra a seguir (j& que férmulas ainda ndo eram
utilizadas na Matematica):

"Multiplique ambos os membros da equacdo pelo numero que vale quatro vezes o
coeficiente do quadrado e some a eles um numero igual ao quadrado do coeficiente original da
incégnita. A solugdo desejada é a raiz quadrada disso”

Veja essa regra usando a simbologia atual e usando o coeficiente ¢ na sua
posicao atual:

ax?+ bx + ¢ =0 (X 4a)(multiplicando tudo por 4a)
4a?*® + 4abx + 4ac = 0 (somando b2em ambos os membros)
4a?** + 4abx + 4ac + b% = 0 + b2 (organizando o produto notavel)
4a*x? + 4abx + b? + 4ac = b* =

(2ax+ b)?
(2ax +b)2 =b%2—4ac = |2ax+b=+VA|(*)
—b+J A

Isolando x, encontramos |x =

2a

O meétodo acima ndo sb6 nos leva a demonstragcdo da formula, como também

mostra que é possivel resolver uma equagao do 2° grau sem o uso dela. Veja no 1°
exemplo a seguir.
Teorema 7.3.1: A quantidade de zeros de uma funcdo quadratica depende do
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valor obtido para o radicando A (letra grega: delta), chamado de discriminante. A
saber:

e Quando A é positivo(A > 0), ha dois zeros reais e distintos e a parabola
intersecta o eixo x em dois pontos;

e Quando A é zero (A = 0), hd s6 um zero real e a parédbola intersecta o eixo
x em um Unico ponto;

e Quando A é negativo(A < 0), ndo hd zeros e a pardbola ndo intersecta o
eixo x.

Demonstragao: Analisando a equagdo (*), vemos que para: A >0 ha duas

solugbes, para A =0, uma Unica solugdo e para A <0, ndo existe solugdo. O que
demonstra o teorema.

Teorema 7.3.2: A paradbola intersecta o eixo y somente em um ponto, cujo
valor é o coeficiente c.

Demonstragao: Para qualquer ponto sobre o eixo y, o valor de x é sempre
zero. Entdo, sendo f(x) =ax® + bx + ¢, para x = 0, temos: f(0) = a.0> + b.0 +
c = c.

192 exemplo: Vamos calcular os zeros da fungdo f(x) = x* — 3x + 2 e verificar
outras informagdes em relagdo ao seu grafico.

Solugao:
Fazendo f(x) = 0,temos: 0 = x* — 3x + 2.
x> —3x+2=0(a =1,b = —3ec = 2)
A=b?—4ac=(—3)?%—412=9 —8=[4 = 1]
, 341
_—b*VA  —(=3)*V1 3+1 X =5 =2
* =724 * 2.1 ~72 7)., 3-1
x" = > =1

Como era de se esperar, o grafico dessa fun¢ao é uma parabola com concavidade para
cima, pois a = 1 > 0 (positivo). Que intersecta o eixo x em dois pontos de abscissas 1 e 2
(neste caso, porque A > 0) e intersecta o eixo y no ponto ¢ = 2. Veja na figura 7.3.1.

Outra solugdo (sem o uso de féormulas):

x2—3x+2=0 (x4) =

4a

4x? —12x+8=0 ( +9 em cada membro) =
b2
4x? —12x+8 +9=9=4x?2—-12x+9 =9 — 8>

| Os zeros da funcdo

(2x—3)2
2x—3)2=1 =2x-3= +JV1I =
3+ 1
34+ 1 x' = = 2. b -1 o D 3 2
2x =3 4+1 > 2x = —— = 321 1,02, 0
2 x" = 5 = 1. Figura 7.3.1
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A solucao anterior exige dominio matematico sobre produtos notaveis, em caso de

dificuldades, o uso da férmula é o mais indicado.

20 exemplo: Calcule os zeros da fungdo f(x) =x* — 6x + 9.

Solugao:

Fazendo f(x) = O, temos:
0=x*—6x+9

x> —6x +9=0(a =1,b = —6ec = 9)
4 = b?> — 4.a.c

4= (—6)% — 4.1.9

4 = 36 —36

Z=0] Al el N

Figura 7.3.2
, _64+0 3
v = —b+JA _ —(—6)+J0 _ 640 _ X =T =9 Tente resolver sem o0 uso
- 2a 2.1 -2 ,_6—0 da formula.
X = T = 3.

Observe na figura 7.3.2 que a parabola tem concavidade para cima, poisa=1>0
(positivo). Intersecta o eixo x em um uUnico ponto x = 3 (neste caso, porque A = 0) e

intersecta o eixo y em ¢ = 9.

39 exemplo: Calcule os zeros da fungdo f(x) = —3x%2 —5x — 12.
Solugao:
Fazendo f(x) = O’ temos: A parabola nio intersecta o eixo x j
S
0 = —3x% —5x — 12. R L e 1
-4
—3x2—-5x — 12=0(a = —3,b = —5ec = —12) f(x) = —3a®—5z—12,

A4 = b* — 4.a.c

A= (=5)% — 4.(=3).(—12)
4 = 25 — 144

[4 = —119]

_—btV4 _ —(=5)+/—-119
- 2a 2.(—3) :

Esse é o caso em que A< 0. Como nao existe raiz quadrada de nimero negativo em R,

Figura 7.3.3

a funcao nao possui zeros reais e a parabola nao intersecta o eixo x. Além disso, possui
concavidade para baixo, pois a = —3 < 0 (negativo) e intersecta o eixo y no ponto de

ordenada c:(0, -12). O grafico dessa fungao esta na figura 7.3.3.

4° exemplo (quando b = 0): Calcule os zeros da funcdo f(x) = 2x? — 18.
Solugdo: Quando b = 0, podemos calcular os zeros sem o uso da férmula.

x' = +3.

18
2x* = 18=0 = 2x*= 18 =x’= — =>x’=9 =sx=4+V9 :{x,,__3
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0): Calcule os zeros da funcdo f(x) = x2 + 5x.

59 exemplo (quando ¢
Solugado: Quando ¢ = 0, também podemos calcular os zeros sem o uso da férmula.

4
x"'=0. i
Use a formula no 4° e 5° exemplo, e
confirme os valores dos zeros da fungao.

—5.

x2+ 5x=0 = x(x+5)=0 = {x”—

6° exemplo: Qual o valor de p na fungdo f(x) = 3x? —px + 12, para que tenha

apenas um zero?
Para a funcao ter apenas um zero, o discriminante A precisa ser igual a zero. Assim:

Solugao:
A =b?— 4ac=>4=(—p)? — 4312=>
p? —144 = A=0= p?—144 =0 = p= +V/ 144 =[p=+12]

A =
EXERCICIOS 7.2

1)Calcule os zeros das seguintes funcgdes:
d)i(x) =x? —13x + 22

a) fx)=x%?—2x+1
e)j(x) =—x?—12x

b) gx)=—-2x?+7x—5
c) h(x) =x?+2x+10
2) Em um terreno retangular, um lado é 1 metro maior que o outro. Sabendo
L, x+1 =

f) k(x) =3x%2—48

que sua area é 90m?2, qual o seu perimetro?
Ix
3) Uma colhedora despeja em um caminhdo graos de milho segunda a fungao
h(x) = —x? + 4. Onde h é a altura dos grdos e x € a distdncia alcancada pelos
graos. Desprezando o vento e outras condicionantes,
Colhedora h(x) — 44

Q

-«

qual a distdncia maxima (x) a colhedora precisa estar
—_ o~
| N Carroceria

da carroceria de um caminhado, de 3 metros de altura,

-
-

!
5
1

para ndao haver perdas de graos? !
I

o

I

o

!

!
.’ -y

|

4)A funcgdo A(p) = 5p? — 15p indica a concentracdo A de aluminio (mg/kg) em

uma espécie de planta em fungdo do acumulo de fésforo p (mg/kg) no solo. Quais

os valores do fésforo para uma concentragdo de aluminio zero?
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5)Um fazendeiro pretende plantar e cercar um terreno quadrado de lado x.
Para isso recebeu duas propostas: A empresa A cobrou R$ 5,00 por metro quadrado
de plantio, R$ 7,00 por metro linear de cerca, mais R$ 200,00 para despesas
administrativas eventuais. Enquanto que a empresa B cobrou R$ 7,00 por metro
quadrado de plantio, R$ 4,00 por metro linear de cerca, mais R$ 210,00 para
despesas administrativas eventuais.

a)Para um terreno de 100 metros de lado, qual empresa é mais vantajosa
para o fazendeiro?

b)Para que valor de x as duas empresas tem mesmo custo?

6) A Figura a seguir é uma ilustragdo da tendéncia de disponibilidade de véarios
nutrientes as plantas em relagdo ao pH do solo.

Seja a fungdo D(p) = —2p? +35p — 105 uma aproximacdo dos nutrientes
Nitrogénio, Enxofre e Boro (N, S e B). Qual a disponibilidade desses nutrientes para
o pH 6,57

4 FeCuMneZn Fonte: (EMBRAPA, 2018)

Disponibilidade

K,CaeMg
Al
! 1 1 >
T T t >
50 60 65 7,0 8,0 pH em H,0
44 54 59 64 74 pH em CaCl,

Imagem da fonte

7) O grafico a seguir mostra a relagdo das alfafas adubadas com nitrogénio,
proteina bruta e sua a matéria seca.

Considerando as funcdes no grafico para 307 T 284
o MS
a proteina bruta y(x) = 0,0002x2 —0,02x + 29{ mpB st ome= i s
27,08 e y(x)=0,004x+ 27,06 , quais as i gor —
8 S
coordenadas do ponto A e B (pontos de % 27.6 ;:(
encontro da reta com a parabola)? E 2.7 1 -;5
s 272 S
S 26y R*=0,93* 2
<
551] 1268
- | |
24 T T T 264
0 30 60 90 120
Doses de nitrogénio (kg/ha)

Imagem adaptada da fonte

Fonte: (MOREIRA, BERNARDI e RASSINI, 2008)
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7.4. Forma candnica e vértices

Definicdo 7.4.1: Denominamos de forma candnica, a funcdo quadratica

escrita na forma:

b i|

- _ 2 .
y=alx—x,)*+y, Onde: X, = _— y”=_E

O ponto (x,, V), calculado a partir da férmula acima, é denominado de vértice
da parabola.

Teorema 7.4.1: O vértice da parabola representada pela funcdo y = ax? +
bx + ¢, é o valor maximo y da fungdo, se a <0 e minimo, se a > 0.

Demonstracao:
y=ax?+ bx + ¢ (X 4a)(multiplicando tudo por 4a)

4ay = 4a?x? + 4abx + 4ac (somando b%em ambos os membros)

4ay + b% = 4a%*" + 4abx + 4ac + b? (organizando o produto notavel)
4ay + b? = 4a?x? + 4abx + b% + 4ac = (2ax + b)? + 4ac — b?

(2ax+ b)?
(Rax+ b)?2 A a(ax+ b)? A
- 4a 4a 4q2 4a

2

—b A 2
y=alx=(z5) | +(-3g) = b=aG—xFrn]w
Xy Yo

Dado que na forma candnica (1) acima, a expressdo (x —x,)? é sempre
positiva, o valor maximo ou minimo de y depende do sinal do coeficiente a, pois:

acréscimo

—
+ Para a > 0 (concavidade da parabola para cima), o valorde y = a (x—x,)% +
T

Yy, sera minimo quando x = x,, e esse valor é o y,,. Basta observar os acréscimos

sempre positivos sobre y,,.

acréscimo

¢ Para a < 0 (concavidade da parabola para baixo), o valorde y = a (x—x,)% +
- =+

Y, sera maximo quando x = x,, e esse valor é o y,. Perceba os acréscimos sempre

negativos sobre y,,.
Outras informacgdes: Isolando o valor de x em (1), temos

X =x, f%

¢ Para y #y,, existem dois valores de x que sdo simétricos (ou equidistantes)
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a x,. O que demonstra o eixo de simetria da parabola em torno de x,,.
¢ Se a >0, implicaem y > y,. Assim, para x > x,,, a fungdo é crescente e caso,

x < x,, fungdo é decrescente. De forma analoga, demonstra-se para a < 0.

Eixo fle simetria
T =1,

Outros detalhes e demonstragbes, como a
propriedade receptora e refletora, veremos em
geometria analitica no estudo de parabolas (subsegao
13.6.4 - volume 2). Dentro os detalhes, vale
mencionar que a funcdo quadratica é uma parabola

1
Foco (v, yo + 1)

com foco no ponto F=(xv,yv+4—1a) e diretriz dada

1
Diretrizy = Yo — —
4a

- Sy

pela reta horizontal y =y, — conforme a figura ao |-----e---

4q’

lado.

Uma vez demonstradas todas as informagdes, vamos resumi-las:

Nos casos em que a > 0, temos que:

e A fungdo é decrescente para x < x,, € crescente para x > x,,;

e Se A >0, afungdo f(x) é positiva em qualquer intervalo e negativa somente
entre os zeros da fungdo (x’' e x'") — ver figura 7.4.1;

e Se A=0, a fungdo f(x) é positiva em qualquer intervalo e igual a zero
somente no zero da fungdo (x' = x'") — ver figura 7.4.2;

e Se A< 0, a fungdo f(x) é positiva em qualquer intervalo (ndo existe zeros
da fungao) - ver figura 7.4.3.

Nos casos em que a < 0, temos que:

e A fungdo é decrescente para x > x,, e crescente para x < x,,,

e Se 4> 0, afungdo f(x) é negativa em qualquer intervalo e positiva somente
entre os zeros da fungdo (x’' e x'") — ver figura 7.4.4;

e Se A=0, a fungdo f(x) é negativa em qualquer intervalo e igual a zero
somente no zero da fungdo (x' = x'") — ver figura 7.4.5;

e Se A <0, a fungdo f(x) é negativa em qualquer intervalo (ndo existe zeros

da fungdo) - ver figura 7.4.6.

H i
H i
: :
a>0 ' FEizo de simetria : Fixo de simetria

A>0 e H
: :
1 1
= |

9P AR ap o E P =E . L4
—— &

:(wv, Yv) (Minimo) H (1?11, yv) (M inimo)

Figura 7.4.1 Figura 7.4.2
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(Tws Yv) (M éazimo)
PP e
H
i
a<0 :
A>0 !
| Eizo de simetria
:
1
:
Figura 7.4.3 Figura 7.4.4
H H
' |
(Zvs Yol (M ézimo) T
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12 exemplo: Seja a fungdo g(x) = (x —4)* — 1.
a) Quais as coordenadas do ponto minimo da fungdo?
Solugdo: Como a funcido g(x) = (x —4)? — 1 estd na forma candnica y = a(x —
x,)? + ¥, 0 ponto minimo (4, —1) esta explicito. Entretanto, para fins didaticos, faremos o

desenvolvimento da fun¢ao e aplicaremos as férmulas tradicionais do vértice.

(x—4)>—-1=x*—-8x+16)—1=x>—8x+15 = a= 1,b= —8ec = 15
—b _—(=8)
W= e =21 %
_ A _—WP—4aco)  —((=8)*—4115) —(64-60) _
W= 4a T 4a - 41 - 4 -

Portanto, o ponto minimo é|(4,—1) |

b)Qual o ponto em que a parabola intersecta o eixo y?

Solugado: A parabola intersecta o eixo y sempre no ponto (0, ¢), ou seja, em (0,15).

c) Quais os zeros da fungao?
Solugdo: A forma candnica também nos fornece o calculo dos zeros da fun¢io de
forma direta, sem uso da férmula. Veja:
g =x—4)>—-1 = 0=x—-4)2-1 = x—4)?*=1 =

x'=4+1 =5.
x—4=+1 = {x” —4_1=3 ﬁ Use a formula e comprove! }
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d)Quais os intervalos de crescimento, decrescimento, para fungao positiva e

fungdo negativa?

Solugdo: Ja que a concavidade esta para cima (a

é positivo):
- A funcao é decrescente para x < 4;
- A funcao é crescente para x > 4;
- A funcio é positivaparax <3 ex > 5;
- A func¢do é negativa para 3 < x < 5.

Conforme o grafico dessa fun¢ao na figura 7.4.7.
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2° exemplo: Sendo y = 3x?2 — 18x — 50, calcule o ponto minimo da funcgdo.

Solugao:
Comoa= 3,b= —18ec = —50, temos
-b  —(—18) 18
~2a 2.3 5 =l =3}

—(b?2 —4ac) —((—18)%2 —4.3.(—=50))

- 4a - 4.3 -
— (324 +600) —924

- 12 12

Resposta: (3,—77).

Xy = =

Yv

= |y, =—77|

Vv

Conforme o grafico dessa funcao na figura 7.4.8.
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Figura 7.4.8

30 exemplo: A torta é o principal subproduto da cadeia produtiva da mamona,
produzida a partir da extragdo do 6leo das sementes. Este subproduto apresenta-
se como excelente fonte de nitrogénio. Alguns estudos jd demonstraram a rapidez
com que a torta de mamona mineraliza-se e, consequentemente, disponibiliza seus

nutrientes. Em um trabalho desenvolvido em

o , (B) | OEsega  XGuanny AEneiaM  MGuannyM |
condigdes de campo em Mossoro-RN, contatou- 45 - =
se que o didmetro caulinar das duas cultivares 99 x 5T x T ~x
i i :E: 31 /a"’
de mamona avaliadas (Energia e Guarany), 5”'{ o
aumentou em fungdo das doses de torta de |§ #1
20 4 y(Guarany) =-0,0291x2 + 1,1546x + 30,147
mamona aplicadas, segundo o grafico na § Gl RES0£127
a
i 10 y (Energia) = -0,014x2 + 0,6856x + 24,669
figura. ) R?=0,9429
(]
0 5 10 15 20 25 30
Dosede tortamamona (t ha'')
Imagem da fonte
Fonte: (FILHO, OLIVEIRA, et al., 2010)
Considerando a Yguarany = —0,03x* 4+ x + 30. Qual o maior didmetro do caule

avaliado? Para que dose de torta de mamona esse diametro € maximo?
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Solugao: a = —0,03,b = 1ec = 30.
—A4  —(b2—4.a.c) —(12—4.(—0,03).30)
W = 4a T 4a - 4.(—0,03
_ —(1+36)  —46

- - = 38,34 = 38,34
Y T 2 (Z0,03  —012 =2

Resposta: maior didmetro foi de 38,34 cm.
—b -1 1

=— = = =16,67 = = 16,67/
=24~ 2.(-0,03) 0,06 *v

Resposta: para uma dose de 16,67 t.ha™?!, obtemos um didmetro do caule maximo.

4° exemplo: Um avicultor pretende cercar uma area retangular com 64m de
arame entrelacado. Que medidas precisa ter esse retangulo para que a area
comporte o maior nimero de aves possivel?

Solugdo: Denominando os lados do retidngulo como x e y, conforme a figura a
seguir, temos @
64 — 2x

2

A area do retangulo é dado por A = x.y. Substituindo, obtemos

A=x(64-2x)/2 =

Cujos coeficientes sdao:a=—1,b =32ec=0.

2x +2y =64 =|y = (€Y

A Y

A area A é uma funcao quadratica com a < 0. Portanto, possui concavidade para
baixo e um valor maximo. E o ponto de x para que a area A seja maxima é
—b —32
x”:%:m:} x, = 16|
Substituindo em (1), encontramos
64 —2x 64 —2.16 64 —32 32

2 - 2 - 7= =ly=1¢]

Desse modo, o retangulo que possui area maxima é um quadrado de lado 16.

Apiax = 16.16 = |A, 4, = 256m? 16

Que pode ser calculada também, usando y,, = ;—2 (Calcule!).

y =

A
16

50 exemplo: Um aspersor precisa atingir a distdncia maxima de 10 metros e
altura maxima de 2,5 metros. Supondo sua instalagdo na origem de um sistema
cartesiano (ver figura 7.4.9), qual a fungdo quadratica que deve representar o jato
d’agua desse aspersor?

Solugdo: De acordo com a figura x, =5, y, =2,5 e os zeros da fun¢ido sdo

respectivamente O (origem do sistema, ¢ = 0) e 10 (distancia maxima - toca o chao). Assim
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—b —b y
Xy =5 =25=5- = [b=—10a] (1)
—A  —(b2%2— 4.a.0) e f """"
=~ = . .
= %4a 4a o 25m .
_ bz . _ b2 5 ot ,' L \‘
= = = R % \
Yo 2a , i @) ol \
< 10m X
Substituindo (1) em (2), encontramos Figura 7.4.9
5= —C100® 10027 o s 2,5 0,1
— = = = = — = = = = — 3
' 4a ' 4a ’ @ 4= 25 = :

De (1), obtemos
b=-10a =b= —10.(-0,1) =[b = 1]

Logo, o jato d’agua do aspersor é representado pela fung¢ao: |f(x) =—0,1x2 + x|

6° exemplo: Construa o grafico da fungdo f(x) =x? — 7x + 10, usando os
pontos notaveis da parabola: zeros, vértice e o ponto c.

Solugao: O roteiro a seguir ajuda a construir o grafico calculando apenas os pontos
notaveis da parabola (pontos conhecidos que podem ser calculados). Acompanhe os
passos.

@ - Calcular os zeros da fungdo.

x> —7x + 10 =0 = (a = 1,b = —7ec = 10)
Ad=b>—4ac=(-7)2— 4110=49 — 40= [4 = 9]
, 7+3
v = _(—7)i\/§_ 73 X =7 =5 \ Ponto,c = 10 Ponto que fecha
= 21 -2 ), 7-3 10— a parabola
==

Marcar os pontos x = 2 e x = 5, sobre o eixo x.

2 Calcular os vértices (maximo ou minimo).
—b —(=7) 7

T 2aT 21 2 V:(7 _2)
-4 -9 -9

Zeros

2’ 4
yv=—_—=— -1 1 34 6\891011121314
4a 41 4 :

------ 0 dobro do x,

e
© . Marcar o ponto ¢ = 10 no gréfico. Vérticel (5511
ig ]

Figura 7.4.10

42 - Marcar o ponto na diregdo do coeficiente c, neste caso, ele “fecha” a parabola.
Esse ponto tem sempre como abscissa o dobro do x,, (conforme o teorema 7.5.1 a seguir).

7
Para este exemplo o dobro de 7 € 7. Marcar o ponto (7,10). Tragar o grafico.
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7.5. Teoremas e informagcoes complementares

Teorema 7.5.1 (abscissa de c): Os pontos da parabola f(x) = ax? + bx + c,
de ordenadas iguais a ¢, possuem abscissas x =0 e/ou x =% (o dobro do x,,).

Demonstracdo: Fazendo y = ¢, na expressdo y = ax? + bx + ¢, temos
x = 0 (ok!eixo y).

=ax?+b = ax?+bx=0 = b)=0= -
c=ax*+bx +c ax® + bx x(ax + b) {szb(odobrodo x,).

Teorema 7.5.2 (soma e produto dos zeros): Seja uma fungdo quadratica

—b
na forma y =ax?+ bx + ¢, a soma dos zeros da funcdo é dada porTe o seu

c
produto, por ;.

—b+vA —b—VA —2b —b
Demonstragdo: x' + x'' = + = = =
2a 2a 2a a
oy = btV (—b—m) _ b*—A bP—(b’—4ac) ¢
) - 2a 2a T 4a® 4a? T a

Teorema 7.5.3 (forma fatorada): Toda fungdo quadratica na forma f(x) =
ax?+ bx + c e de zeros x’ e x”, pode ser escrita na forma fatorada: f(x) = a(x —
xl)(x — xll

Demonstragdo: f(x) = ax?+ bx + c = a(x*+ %x + =)=
——

c
a

4 4 r rr
—(x"+x") x'.x

fOO) = alx® —x.(x' +x") +x'.x) =[alx = xD(x = x|

Importante observar nesses trés teoremas, é que:
e O dobro do x, equivale a soma x’ + x'’, ambos s&o iguais a o Veja no 6°

exemplo anterior, que para encontrar o ponto na diregcao do coeficiente c,
poderiamos ter somado os zeros da fungdo: x'+x'" =2+ 5 = 7, ao invés de fazer o
dobro do x,,. O problema é que nem sempre existem os zeros reais na fungdo (caso

. . . . —b
A<0), mas sempre havera coeficientes a e b reais para calculo do x,, = o

e E possivel calcular os zeros de uma fungdo quadratica usando o teorema
7.4.2 — (soma e produto dos zeros). Relembrando o 6° exemplo anterior, quais dois

. ~. —b _—(=7)
numeros que somados dao o = 1

- . ¢ 10
= 7 e multiplicados dao 21 = 10 ?

Resposta: 2 e 5 (sdo os zeros da fungdo - verifique!)

e No 6° exemplo, temos: a=1, x' =2 e x'"=5, aplicando do teorema 7.4.3
(forma fatorada): a(x—xN(x—x")=1.(x—2)(x—5)=f(x)=x* — 7x +10 ,
retornamos a fungdo inicial.
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EXERCICIOS 7.3 I

1)Calcule os zeros da fungdo, o vértice da parabola e construa o grafico (usando
os pontos notaveis) das seguintes fungdes:

a)f(x)=x* — 9x + 14 Ah(x)=5x* —x + 1

b)g(x) = —3x*+7x— 4 d)i(x)=(x+3)*—1
2)Calcule o ponto maximo ou minimo das seguintes fungdes:

af(X) =x%2+x+1 o) f(x)=—x*+9

b) f(x) =x —3x? d)f(x) =8x —5+ 2x2

3) (Marque V ou F) O que podemos afirmar em relagdo a fungdo f(x) =
4(x +2)%2 — 16?

a) ( )Possui o0 16 como valor maximo .

b) ( )Possui 0 4 como abscissa do vértice.

c) ( )Possui o -16 como valor minimo.

d) ( )Possui o -2 como abscissa do vértice.

e) ( )O gréafico da fungdo é uma parabola com concavidade para cima.
f) ( )O grafico da fungdo é uma parabola com concavidade para baixo.
g) ( )O gréafico da funcdo intersecta o eixo y no ponto (0, 0).

h) ( )x = —4 e x = 0 sdo os zeros dessa fungao.

i) ( ) Afuncgdo é crescente no intervalo x > —2.

j) ( ) A fungdo é negativa no intervalo —4 < x < 0.

4)(FGV) O custo para se produzir x unidades de um produto é dado porC =

2x% +

100x + 5000. O valor do custo minimo é:
a) 3250. b) 3750. c)4000. d) 4500. e)4950.

5)Calcule a fungdo que representa cada uma das seguintes parabolas:

a)

c)

1 b)

d) ’
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6) O grafico a seguir mostra a relagdo do efeito do pH do solo com teor de
matéria seca sobre uma produgdo alfafa. 25,0 7

Considerando a funcgao

y = —2,36x% + 34,44x — 105,78

Qual o teor maximo de matéria seca
e para qual valor de pH esse teor
maximo acontece?

<
2 200 A =
a

15,0 4

y =-105,78 + 34,44x - 2,36x>
R?=0,82
00 - : Y

45 5,5 65 75
pH

Matéria seca (t h
3
=3

Figura 3. Efeito do pH do solo sobre a producao da alfafa.

Imagem da fonte

Fonte adaptada: (MOREIRA, BERNARDI e RASSINI, 2007)

7)(FGV) Uma parede de tijolos serd usada para um dos lados de um curral
retangular. Para os outros lados serdao usados 400m de tela de arame, de modo a
produzir a d&rea maxima. Entdo o quociente de um lado pelo outro é:
a) 1 b)0,5 «¢)2,5 d)3 e)1,5

8)0 jato em forma de parabola de um aspersor atinge distancia maxima de
20m e altura maxima de 5m. Qual a fungdo quadratica que representa o jato desse
aspersor, considerando sua instalagdo na origem do sistema cartesiano?

9) Alguns produtos como antenas parabdlicas e lanternas, por exemplo,
possuem superficie em forma de pardbola, devido a sua propriedade refletora.
Considere que a churrasqueira solar da imagem a sguir, foi construida segunda a
parédbola f(x) = x? — 2x + 1 (medidas em metros). Para que os raios solares sejam
aproveitados ao maximo é preciso que o recipiente, onde sera posto o alimento,
fique exatamente no foco.

Se as coordenadas do foco de qualquer
pardbola na forma f(x)=ax?® + bx + c

(com A = b* — 4ac), sdo calculadas pela

féormula F = (;—2,%), a que distdncia do

fundo da churrasqueira, o recipiente deve
ficar posicionado?

Imagem de (TECHTUDO, 2011)
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10)Um agricultor pretende cercar um curral retangular a beira de um rio, com
200m de arame. Se o lado comum ao rio ndo terd cerca, apenas os outros trés
lados, de que forma ele poderd cercar o curral para que sua area seja maxima?

RIO

11)Uma feirante vende em média 30kg de mamaéao por dia quando o valor do
quilograma é R$10,00. Experiéncias anteriores mostram que a cada R$1,00 de
desconto no prego, hd um aumento nas vendas de 5kg por dia. Qual devera ser o
preco do quilograma para que o faturamento dessa feirante seja maximo?

12)(UEG) Em um terreno, na forma de um tridngulo retangulo, serd construido
um jardim retangular, conforme figura abaixo.

Sabendo-se que os dois menores lados do terreno medem 9 m e 4 m, as
dimensdes do jardim para que ele tenha a maior area possivel, serédo,
respectivamente,

a)2,0me4,5m.
b) 3,0 me 4,0 m.
c)3,5meb50m.
d)2,5me7,0m.

Interbits®

Jardim

ol

13)Um aspersor devera ser instalado no chdo de um terreno de forma que
consiga molhar uma area de no minimo 78,5 m2 em sua volta. Sabendo que o
aspersor funciona girando em torno do seu eixo e o jato d’agua obedece a fungdo
h = —x*+ bx +c, onde h é a altura e x é a distancia de alcance do jato, qual deve
ser a altura maxima de jato d’dgua para que o aspersor consiga molhar a area
minima? Use t=3,14.

14)Uma empresa especializada em escavacgdo de viveiros para peixes, cobra
R$ 36 por metro quadrado de superficie mais R$ 25,00 por metro linear de
profundidade, por cada buraco cavado. Um piscicultor pretende contratar a empresa
para cavar um viveiro em forma de paralelepipedo, com 9 metros de largura e com
capacidade para 100mil litros. Quais as dimensoes ideais desse viveiro para que o
custo seja minimo para o fazendeiro?
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7.6. Taxas de variacdao e a funcao quadratica

J& sabemos da unidade 6, que a taxa de variacdo de qualquer fungdo é

Ay _ ya-Y¥B
calculada por — = —/————
Ax XpA—_XpB

e que, no caso da fungao afim f(x) = ax+ b, essa taxa de
variagdo é constante, sendo o proéprio coeficiente a da funcdo. Nesse toépico,

verificaremos a relagdo entre a fungdo quadratica e as taxas de variacdo da fungdo.

Teorema 7.6.1 (Caracterizacao das fungdées quadraticas): Para que uma
fungdo continua f: R — R seja uma fungdo quadratica é necessario e suficiente que
toda progressdo aritmética ndo-constante seja transformada por f numa
progressdo aritmética de segunda ordem?*° ndo degenerada.

Demonstragcao: Consideremos n+ 1 pontos (Xp41, Xn, Xn_1s - r X2, X1) que se
ajustam a uma funcdo quadratica na forma f(x) =ax*+ bx+c, que geram as
seguintes imagens, respectivamente, (Vn+1s Ynr Yn—1r - » Y2, V1)

Uma progressdo aritmética de segunda ordem é uma sequéncia em que as
diferencgas entre os termos formam uma progressdo aritmética. Desse modo, vamos
subtrair as imagens da fungao

Va1 — Yn = QXns12 + bxpni1 +c— (ax,> + bx, +¢) = alxpni1? — xn2) + b(Xni1 — Xn)
Vp — Vn-1 =ax?+bx, +c—(ax2_; +bx,_1+c)=a(x? —x2_)+b(x, —Xn_1)

Yn-1 —Yn-2 = a(xn—l2 - xn—22) +b(Xp-1— Xn-2)

Y2 —y1 = a(xz® —x1,%) + b(x; — x1).
E em seguida, basta provar que
a(xpi1? —x,2) + b(xp41 — x5) — [a(xrzt - x121—1) +b(xy —x,-1)]1 (1)
é igual a
a(xp® —xp-12) + b0y —xp-1) — [a(xZ_1 —x3_3) + b(xp_1 —xn_2)] (2).
Com efeito, se as abscissas estdao em P.A de razdo r, entao
Xp41 —Xn = Xp — Xpo1 = Xn—1 — Xn_2 =1 (3).
Substituindo (3) em (1), obtemos
a(xXn+1® — xn*) + b(Xper—Xn) — [a(xn? — xp-1%) + b(Xper—Xp)]
a (Xny1—xp) (ny1 +x0) —a (X — xXp_1) O +251) =
r r
ar.[(Xpe1 — xXn) + (X — Xpn_1)] = 2ar?.
r r

E seguindo os mesmos passos, conclui-se que a expressdo (2) também é 2ar?,

mostrando que as ordenadas formam uma progressdo aritmética (P.A) de segunda

ordem e suas diferengas, uma P.A de razdo 2ar?. Isto é

10 Progressio aritmética de segunda ordem é uma sequéncia em que as diferengas sucessivas entre os seus termos formam uma
P.A usual.
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Vi1~ Yn = n—VYn-1) =Vn —Yn-1— WYn_1 —Yn_2) = 2a'r'2| 4.

Demonstrada a necessidade, vamos agora comprovar a suficiéncia.

Consideremos a sequéncia em que (Vn+1, Yn, Yn—1, - » Y2, Y1) € uma P.A de
segunda ordem. Assim, as diferencgas entre os termos formam uma P.A de razdo 7':

Yne1 —Yn =P+ @m—1).7" (5).
Além disso, podemos escrever y,,,; como
Yne1 = Wns1 = Y) + On —Yn-1) + Wn-1 = Yn-2) + -+ 3 —y2) +y2 + 31
V1= PP+ n—D.r)+@+n-2)rr)+PP+n-3).r)++p+r'"+p+y;
n(n— 1)r’
Yne1 = nmp+————+y:1 (6.
Substituindo (6) em (5), encontramos

, n(n— Dr’ ,
Yn+1—Yn=pP+M—1).7 Snpt+————+Y1— I =p+(n—-L1.r"=

r’ 2 r’ ,
Yn=75n +(p—7)n+r—p+y1- ™

o= —_— cr
a’ br

Como n representa a posigao do termo, inferimos que a fungao que transforma
aP.A(1, 2, 3,4,...,n) em uma P.A de segunda ordem, é uma fungdo quadratica.

E a partir dessa P.A posicional, podemos escrever qualquer outra P.A, fazendo
Xp —Z

Xp=mn+z= n=
m

E substituindo em (7), dispomos de
Ik PO LNl PO
=g () o () i =
ar br

a’ ) b 2.d.z , a.z> b.z
=gz )+ (=T )t T Tt

—
c

a b

Demonstrando o teorema.

Observacgoes para a validade do teorema:

— Parar'=0em (7), temos a =0 e a fungdo passa ser uma fungdo afim. Por
esse motivo, o teorema soé é valido para uma P.A de segunda ordem ndo degenerada
(termos diferentes).

- Para r =0 (P.A constante) , temos x,,,1 = X, € a expressao inicial y,,1 —
Vn = a(Xni12 — Xn2) + b(Xp41 — X)) NOs da yni1 = y,. O que nos remete, segundo o
teorema 6.2.3, a uma fungdo afim e ndo quadratica. Portanto, as abscissas precisam
estar em P.A ndo constante, para o teorema ser valido.

Exemplo: Vamos encontrar a fungdao quadratica que se ajusta aos dados da

tabela a seguir.
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X 4 7 10 13 16
y 15 66 153 276 435
Solugao:

A sequéncia (15, 66, 153, 276, 435) é uma P.A de segunda ordem, pois (66-15, 153-
66, 276-153,435-276) = (51,87, 123, 159) é uma P.A de razdo r’' = 36.

A partir da expressao (4), sabemos que

36
2ar’ =r'= 2a.3? =36 =2a.9=36 = a= E:>.

Resolvendo o sistema com os dois primeiros valores da tabela, obtemos

{15=2.42+b.4—+c :{—17=4b+c {—17=4b+c < 12 equacdo
66=2.72+b.7+c —32=7b+c —32=7b+c < 22 equacdo

Subtraindo a 12 equagao pela 22, encontramos

15
—17+32=4b—7b = b= —= [b=—5]
Substituindo b na 12 equacgao
—17=4b+c = —17=4.(=5)+c = [c=3]

Logo, a fungdo é If(x) =2x*—5x+3 | Faca os testes e comprove!

Um meétodo alternativo, serd apresentado a seguir utilizando a segunda taxa
de variacgao.

Definicdo 7.6.2 (segunda taxa variagao): Denominamos de segunda taxa
2

de variagdo de uma fungao e denotamos de a taxa de variagao da taxa de

(Ax)*
variagdo de uma fungao.

Consoante a definicdo 6.5.1, a segunda taxa de variagdo corresponde a razao
entre a diferenga das taxas de variagao pela diferenga das abscissas.

A seguir estd uma tabela com n pontos, em que a terceira linha corresponde a
taxa de variagdo e a quarta linha, refere-se a segunda taxa de variagdo. Observe
os calculos.

x xXq Xy X3 X4 : Xn
Y |yi| Y2 Y3 Ya : Yn
Ay Y2—Y1 Y3—Y2 Ya—Y3 : Yn—¥Yn-1
Ax X2—Xq X3—X2 X4—X3 Xn=Xn-1
A%y Y3—Yy2 _ 3@-3’1) Ya—y3 _(3/3—3’2 | Yn=¥Yn—1 _(Yn—-1—¥Yn-—2
2| — — X3—X2 X2—X1/| X4—X3 X3—X2 Xn—Xn—1 Xn—1—Xn-—2
(Ax)
X3—X2 X4—X3 Xn—Xn—1

Vamos mostrar que no caso de fungdo quadratica, a segunda taxa de variagao
é constante, quando as abscissas estdo em P.A de razdao r #0. A reciproca é
verdadeira, conforme o teorema seguinte.
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Teorema 7.6.2 (Caracterizagdao das fungoes quadraticas consoante a
segunda taxa de variagdao): Para que uma fungdo continua f:R - R em que as
abscissas estdo em progressdo aritmética ndo-constante, seja uma fungdo
quadratica, é necessario e suficiente que a segunda taxa de variacdo da fungdo seja
constante e diferente de zero.

Demonstracgao:

Vimos no inicio dessa segdo que

Vp — VYno1 =ax2 +bx, +c— (ax?_, +bxp_1+c)=a(x? —x2_,)+b(x, —x,_1)
VYn —Vno1 =a(xn, —xpn_1).-(xp +xn_1) +b(xp, —xp_1) =
Yn — Yn-1
Xp — Xp—1

=alx, +x,_1) +b|

Equivalentemente:

Yn—1—"Yn-2

=a(x,_1 +xn_2) + bl
Xp—1 — Xp—2 (n 1 n 2)

A diferenga é:
Yn = Yn-1 _Yn—l —Yn—2
Xn — Xn-1 Xn—-1 — Xn-2
Yn — Yn-1 _yn—l — Yn-—2
Xn — Xn-1 Xn—-1 — Xn-2

= a(xn +xp_1) —alxp_1 +xp_3) =

=a(x, —xp_2)| (8).

Dividindo por x, — x,_1, encontramos

Yn —Yn—-1_ Yn-1—"Yn-2 >
Xn — Xp—1 Xn—1 —~Xn—2 __ a (xn - xn—z) - A y (xn - xn—Z)

=a. 9).

" 2
Xn — Xn-1 Xn — Xn-1 (Ax) Xn — Xn-1

Como as abscissas estdo em P.A de razdo r, temos que x, —X,_1 =7 € X —

Xn_, = 27, substituindo em (9), concluimos que

2r Azy
A? X — Xy A? Ax)?
y2=a.(n 712):> y2:2aoua=—( x) .
(4x) Xn — Xn—-1 (4x) 2

r

Demonstrando que a segunda taxa de variagdo € constante.

As condicionantes e a veracidade da suficiéncia desse teorema, sdo
asseguradas pelo teorema 7.6.1. Isso ocorre porque, se a segunda taxa de variagao
é constante, a taxa de variagdo é uma P.A. E se a taxa de variagdo € uma P.A, as
ordenadas estdo em P.A de segunda ordem (verifique!).

Yn=¥Yn—-1 _ Yn-1"Yn-2

Interessante observar que, se: , temos o caso de uma

Xn—Xn-—1 Xn—1—"Xn-2
fungdo afim (pontos alinhados - reta) por dois motivos conexos: primeiro, a taxa
de variagdo serda constante (igual). Segundo, o valor de a na expressdo (8) sera
nulo e a funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ passard a ser uma fungdo afim na
forma f(x) = bx + c.
Diante do exposto, concluimos:
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e N3&o sdo pontos quaisquer (x,y) de uma tabela que representam uma fungdo
quadratica (parabola), esses pontos ndo podem estar alinhados, ou de outra forma,
a taxa de variagao nao pode ser constante (igual).

e Para que os pontos (x,y) de uma tabela sejam representado por uma fungao
quadratica (parabola), é necessario e suficiente que as abscissas estejam em P.A e
a segunda taxa de variagao seja constante (igual e ndo nula). Caso as abcissas nao
estejam em P.A, usaremos o préoximo método.

Exemplo: Resolvendo o exemplo anterior utilizando a taxa de variagao.
X 4 7 10 13 16
y 15 66 153 276 435

Solugado: Vamos acrescentar duas linhas na tabela e calcular a primeira e a segunda
taxa de variacao.

x 4 7 10 13 16

y 15 66 153 276 435

Ay B 66—15_17 153—66_29 276—153_41 435—276_53
Ax 7—4 10—7 13—10 16 —13
A%y B B 29—-17 41—-29 53—41
(Ax)? 10—7 13—10 16 —13

Como os valores de x estdo em P.A e a segunda taxa de variagdo é constante (ndo

nula), o modelo matematico pelo qual se ajusta os dados é uma fung¢ao quadratica. Assim

Ay
a=% :% =[a= 2]= f(x) =2x%+bx+c.
Resolvendo o sistema com os dois primeiros valores da tabela, obtemos
{15=2.42+b.4+c —17 =4b +c {—17=4—b+c < 12 equacio
66 =27%2+b.7+c —32=7b+c —32=7b+c < 22equacgio|
Esse sistema ja foi resolvido no exemplo anterior e encontramos: b = —5 e ¢ = 3.

Logo, a fungio é |f(x) =2x%>—-5x+3 |

20 exemplo: Encontre uma fungdo pela qual se ajusta os seguintes dados

X 2 5 8 11 14
y 1 25 67 127 205
Solugado: Construindo a tabela com a primeira e a segunda taxa de variagdo
X 2 5 8 11 14
y 1 25 67 127 205
Ay _ 25—1_ 67—25_14 127—67_20 205—127_26
Ax 5—2 8—5 11-8 14—11
A%y 14-8_ 20— 14 _ 26— 20 _
ax)?| - 8—5 11—-8 14 —11
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NOCOES ELEMENTARES

Como os valores de x estdo em P.A e a segunda taxa de variacao é constante (nao

nula), o modelo matematico pelo qual se ajusta os dados é uma fun¢ao quadratica. Desse

modo
A%y
2 2
2 2

Resolvendo o sistema com os dois primeiros valores da tabela, obtemos

{1=1.22+b.2+c :{—3=2b+c
25=1.52+b.5+c 0=5b+c

< 12 equacgao
< 22 equacgao |

Subtraindo a 12 equacgao pela 22, encontramos

-3
—3+0=2b—5b = b= —= [b=1]
Substituindo b na 12 equacgao
—3=2b+c

—3=21+4c¢ = [c=-5]

Logo, a funcgdo é |f(x) =x2+x-—5 | Faca os testes com os dados e comprove.

=

3° exemplo: A tabela abaixo mostra a altura de planta de milho (cm) em
funcdo de dosagens crescente de fésforo (kg ha™') aplicadas no solo.
P,0s(kg ha™1) 60 120 180 240
Altura do milho (cm) | 136,4 | 149,6 155,6 154,4

Fonte adaptada: (SORATTO, PEREIRA, et al., 2010)
a)Obtenha uma fungdo que se ajuste aos dados.
b)Qual o valor da dosagem de fésforo quando a planta atinge a altura

maxima?
c) Qual a altura maxima?
d) Construa o grafico da fungdo.

Solugao:
a)

X 60 120 180 240

y 136,4 149,6 155,6 154,4

Ay 149,6 — 136,4 155,6 — 149,6 154,4 — 155,6

Ax | | T1z0—60 9?2 | T1go—120 %' | Z2a0—180 ~ 902
Azy 0,1 —-0,22 —0,02 —-0,1
@7 - T80 130~ —0,002 <10 _—180 —0,002

Como os valores de x estdo em P.A e a segunda taxa de variagdo é constante (ndo

nula), o modelo matematico pelo qual se ajusta os dados é uma fung¢ao quadratica. Assim,

A2y2
_ @x”
a= > =

—0,002

5 =[a= —0,001] = [f(x) = —0,001x? + bx + c|

Montando o sistema com os dois primeiros valores da tabela, temos
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{136,4 = —0,001.60%+ b.60 + ¢ {136,4= —0,001.3600 + 60b + ¢ -

149,6 = —0,001.120% + b.120 + ¢ 149,6 = —0,001.14400 + 120b + ¢

{136,4 =—3,6+60b+c < 12 equacao
149,6 = —14,4 4+ 120b + ¢ <= 22 equagao|

Subtraindo a 12 equacao pela 22
136,4 — 149,6 = —3,6 + 14,4 + 60b — 120b = =
—13,2—-10,8 =24

~132=108-60b = b= —"———"—=b=—-=[b=04]

Substituindo b na 12 equacido
136,4=—3,6+60.(04)+c = c=1364+3,6—24 = [c=116]
f(x) =—0,001x? + 0,4x + 116/

Logo, a funcéo é

b) A dosagem de fésforo para uma altura maxima é dada pelo x do vértice
—b —0,4 —0,4
=24 " 2. (=0,001) —0,002

c) A altura maxima é dada pelo y do vértice

A =b%—4.ac= (0,4)2—4.(—0,001).(116) = 0,16 + 0,464 =[A =0,624
-4 —(0,624) —0,624

=—-= = = [y =156 cm|]
Y= 4a T 4. (—0,001) —0,004 cm

d) Para construir o grafico vamos utilizar os pontos notaveis da tabela.

= Ix,, =200 kg ha™? |

1) Calculando os zeros:
—b ++A _-04++0,624 —0,4+0,79

*T T 24 T 2.(=0001) _ —0,002
_ 044079 " 039 "
¥ =7 0,002  —0,002 :
=) , -04-079 -119 cos
- —0,002 ~ —0,002 )

2)0 dobro do x,, = 200 é 400. Portanto, temos a abscissa x = 400 na dire¢do de ¢ =
116.

3)A parabola intersecta o eixo y no ponto (0,c) = (0,116).

4)0 ponto de vértice (x,,y,,) ja foi calculado nos itens b e c: (200,116).

5)Como nao ha dosagem negativa e nem altura de planta negativa, devemos

desconsiderar a parte negativa do grafico.

y (altura de planta — cm)

e e ccccedan-

595
P 200 400 (dose‘&e fosforo kgha™')
A
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Anunciaremos a seguir um artificio matematico para verificar se a fungdo que
se ajusta aos dados, quando as abscissas ndo estdo em progressdo aritmética, é
uma fungdo quadratica.
Na expressao (9) anterior, vimos que
Azy (xn - xn—z)

@2~ Ty —xpr

4

Xn—Xn— X
Denotando (n—Xn-z) de , temos
Xn—Xp—1 Ax
A%y
Ay _ A (40)?
(4x)? " T Ax T Ax!
Ax

Onde Ax’ é a diferenca da abscissa da coluna pela abscissa que esta a duas
colunas a esquerda dessa (com os dados dispostos em coluna).
Esses passos demonstram em partes o teorema a seguir.

Teorema 7.6.3: A fungdo que se ajusta a um conjunto de pares (x, y) € uma
Ax'
Ax

AZ
funcdo quadratica na forma f(x) = ax? + bx + ¢ se, e somente se, o fator (A—xj)/Z/

for constante e ndo nulo. Esse fator equivale ao coeficiente a dessa fungdo.

Demonstracao:
Ja foi demonstrada a necessidade, quanto a prova da suficiéncia
desenvolveremos a expressdo (8) anterior, da seguinte forma:
Yn = Yn-1 _yn—l — Yn-2
Xn —Xn—-1 Xn—1— Xn—2

=a(xp, —xp_2)|=

Yn — Yn-1 =a(xn—xn_2)+yn_1 Yn—2 =
Xn — Xn-1 Xn—-1 — Xn-2
Yn—1—Yn-2
Yn—Yn-1 = a(xn — Xpn_1) (X — Xp_2) + (X — Xpn_1) =
Xn—1 — Xn-2
Yn-1—"Yn-

2
Vn =alxy —xpn_1)(Xn —xp_3) + (n —xp—1) + Yp_1 =
Xn—1 — Xn-2
Yn-1—"Yn-2
Yn = ax% +xp(—axp_z —axp_1) +axp_3.xn_1 + (xn)
Xn—1 — Xn-2

Yn—1—Yn—2
+ 2 T2 (e DAy =
xn—l_xn—z( n 1) Yn-1
Yn—1—Yn-—2

— aXn-2 — axn—l)
Xn—1 — Xn—2

Vi =ax,2L+xn(

b

Yn-1—"Yn—2
+ AXn—2-Xn-1 + o & (_xn—1)+yn—1-
Xn—1 — Xn—2

c

O que demonstra que a fungdo em questdo é uma fungdo quadratica.
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Exemplo: Encontre uma fungdo pela qual se ajusta os seguintes dados

X 0 1 3 11 14
y 1 2 -8 -208 -349
Solugao: Construindo a tabela.
x 0 1 3 11 14
y 1 2 -8 —208 —349
A 2—1 —8—2 —208 — (-8 —349 — (—208
Ay - 1 _ g5 | Z208-(C8) o | Z349-(2208) .
Ax 1-0 3—1 11—3 14— 11
A%y _ N —5-1_ | =25-(=5)_-20 | —47-(=25) -22
(Ax)? 3—1 11-3 8 14—11 3
Ax’ B B 3-0_3 11-1_ 10 14-3 11
Ax 3—1 2 11—-3 8 14—11 3
4y _3 —20 —-22
(4x)* | _ _ - =-2 8 _ _ 3 _ _
@ = "Ax’ 3 10 = 11 -
Zix 2 8 3

A2 Ax’
Como o fator (A_X'))/Z/ e é constante (nao nulo), a fun¢ido que se ajusta aos dados é

uma func¢ao quadratica e esse fator corresponde ao coeficiente a da fun¢io. Assim,
f(x)=—2x*+bx+c
Substituindo o primeiro ponto da tabela na fun¢ao acima, obtemos
1=-202+bh.0+c=>[c=1]
Substituindo o segundo ponto da tabela na fung¢ao e ¢ = 1, encontramos
2=-212+b.1+1=[b=3]
A fungdo quadratica que se ajusta aos dados é, portanto, f(x) = —2x* + 3x + 1. Faca
os testes com todos os pontos e confirme.
Alternativamente, na certeza de ser uma fungdo quadratica (e somente nessa

certeza), é possivel encontrar a funcao utilizando trés pontos da tabela. Utilizando os trés
primeiros pontos, temos:

ax,?+bx,+c=y, 24 a.1?+b.14+c=2 .
axs3®+bxs+c=1y3 a.3?+b.3+c=-8
Da 12 equacéo, temos: substituindo nas demais:

a+b+1=2 a+b=1 a+b=1
9a+3b+1=-8 9a+ 3b =—9 3a+b=-3

Trocando o sinal da 12 equacao e aplicando o método da soma, encontramos:
{—a —b=-1
3a+b=-3

2a=—4 = [a=-2]

Substituindo @ = —2 na 12 equacio, temos:a+b=1 =>—-2+b=1 =[b=—3]
A func¢ido quadratica que se ajusta aos dados &, portanto, f(x) = —2x%+ 3x + 1.

ax;*+bx; +c =y, {a.02+b.0+c =1
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7.7. O grafico da funcdao quadratica no geogebra

Calculo de zeros e vértice:
1)Digite a fungdo y = —0,001x%2+0,4x+ 116 no campo de entrada do

programa:

Entrada: -0.001x"2+0.4x+116

Use o scroll do mouse para cima ou baixo para aumentar e diminuir o zoom e
clique mantendo pressionado o botdo esquerdo do mouse para arrastar até a

visualizagdo completa da pardbola.
2)No menu superior selecione a ferramenta “raizes” e clique sobre a pardbola.

Arquivo Editar Exibir Opgcoes Ferramentas Janela Ajuda

P B2\ (Cl s EANIER 3

zla de Visualizagdo

> Jar A ponto
®c:!
Ponto em Objeto

Vincular / Desvincular Ponto

Interse¢do de Dois Objetos
Ponto Médio ou Centro \

Nimero Complexo
Otimizacdo

Raizes

22 I N

3)Em seguida no mesmo menu, selecione a ferramenta otimizacdo e clique

novamente sobre a parabola.
Resultado:

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagdo

® f(x) = 0x24+04x+ 400
® B=(594.97,0)
® A=(-194.97,0) P
® C=(200,156)
200
G
/ i
-600 -500 -400 -300 200 -100 0 100 200 300 400 500 6l 700
-100
-200
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[ EXERCICIOS 7.4 I

A A?
1)Preencha uma tabela com os valores de x, y, A—z e (A—x3)12 para a fungao

f(x) = x%2—3x+ 2, utilizando os termos da P.A (1, 2, 3, 4, 5) para os valores de x.

2)Explique por que os dados a seguir ndo tem como fungdao de ajuste uma
funcdo quadratica.
x 1,5 1 0,5
y -8 -3 2

3)Um pesquisador colheu as informagdes de um experimento, e percebeu a
relagdo entre duas grandezas conforme a tabela a seguir.
X 2 4 6
y 5 17 65

a) Calcule uma fungdo quadratica que se ajusta aos dados.

b)Para mostrar que a fungdo quadratica ndo é a Unica fungdo que se ajusta
aos dados, encontre outra fungdo na forma f(x) = a* + b.

4)Encontre a fungao que se ajusta aos dados.

X 2 6 10 14 18 22

y 6 14 350 714 | 1206 | 1826
5)Encontre a fungao que se ajusta aos dados.

X 0 2 3 6 11 15

y 9 89 114 129 -46 -366

6)Todos os pontos a seguir ndo pertencem a uma mesma parabola, com

excegao de um ponto. Indique esse ponto.

X

-4

1

2 5

8

9

y

-19

6

5 -10

-46

-58

7)A tabela abaixo indica o teor de matéria seca y (t.ha™') em uma espécie de

planta em fungdo do pH x do solo.

pH (x)

4,5

5,5

6,5

7,5

8,5

MS ()

1,875

11,875

16,875

16,875

11,875

a)Obtenha uma fungao que se ajusta aos dados.

b)Obtenha o ponto de maior teor de matéria seca.

c) Calcule os valores do pH para MS zero.

d)Construa o gréafico.

e)No geogebra utilize as ferramentas “raizes” e “otimizagdao” para confirmar

o grafico construido no item anterior.
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8)Um aluno de engenharia agronémica em seus experimentos com plantas,
colheu as informagbes sobre duas grandezas e seus valores auto relacionados,
conforme a tabela a seguir.

) 2 7 12 17 22
D) 11 | -16 29 | 124 | 72

a)Obtenha uma fungao que se ajusta aos dados.

b)Qual o valor de y para x = 227?

c) Qual outro valor de x que pode ser encontrado em y = —16, além do
mostrado na tabela?

d)Qual o menor valor possivel de y nesse experimento? Confirme no

software geogebra essa informacgao.

9)A tabela abaixo indica a concentragdo y de aluminio (mg/kg) em uma
espécie de planta em fungcdo do acumulo de fésforo x (mg/kg) no solo.
Fésforo (x) 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Aluminio (y)| 895 | 4,69 | 1,73 | 0,07 | -0,29 | 0,65 | 2,89 | 6,43 | 11,27
Fonte adaptada: (FERREIRA, 1999)

a)Obtenha uma fungao que se ajusta aos dados.
b)Qual o valor de y para x = 1007?

c) Qual o ponto de menor concentragdo de aluminio?
d) Construa o grafico da fungdo.

10)Na tabela a seguir tem-se a variagdo dos dados médios observados do peso
médio de frutos (PMF), em que os dados estimados obtidos estdo apresentados nas
equacgoes de regressao, em fungdo da variagdao de laminas crescentes de irrigagao

com base na evapotranspiragdo da cultura (%ETc) e das doses de potassio.
Fonte adaptada: (ALBUQUERQUE, SILVA, et al., 2011)

%ETc (x) 80 90 100 | 110 | 120
PMF (g) (3) | 66 81 83 72 48

a)Obtenha uma fungdao que se ajusta
aos dados. )

b)Qual o valor de y para x = 857 g

c) Qual o maior peso médio de frutos B
observado?

T T T 1
80 90 100 110 120
%ETc

Imagem da fonte
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11)Na tabela a seguir tem-se os dados da producado de graos de milho (Pr) por
teores de fésforo (P) no solo:
P (mg dm?) (x) 5 10 15 20 25 30 35
Pr (kgha™1) (yy) | 2670,5| 4384 | 5726,5| 6698 | 7298,5| 7528 | 7386,5

Fonte adaptada: (VELOSO, CORREA, et al., 2005)
a) Obtenha uma fungdo que se ajusta aos dados.
b)Segundo a funcdo de ajuste, qual o teor de fésforo para uma produgdo
maxima de grdos de milho?

12)A relagao entre o indice de &rea foliar (IAF) e os dias apds o transplantio
(DAT) do tomate sob condigbes de ambiente protegido, estdo na tabela a seguir.

DAT (dias) 20 40 60 80 100 120

IAF (m? m™2) 2,48 | 3,52 | 3,92 | 3,68 2,8 1,28

Fonte adaptada: (REIS, AZEVEDO, et al., 2013; SORATTO, PEREIRA, et al., 2010)
a)Obtenha uma fungdo que se ajusta aos dados.
b) Segundo a fungdo de ajuste, qual o DAT para um valor maximo de IAF?

13)Uma fungdo quadratica é uma fungdo continua f: R — R tal que:

a)Transforma uma progressdo geométrica em progressdao aritmética de
segunda ordem.

b) Transforma quaisquer sequéncias em progressdo aritmética de segunda
ordem.

c) Transforma uma progressdo aritmética de segunda ordem em uma
progressdo aritmética.

d)Transforma uma progressdo aritmética em uma progressdo aritmética de
segundo ordem.

e) Transforma uma quaisquer sequéncias em uma progressido geomeétrica.

14)Sobre a caracterizagcdao de uma fungdao quadratica quanto as taxas de

variagao, podemos afirma que:

a)Se a taxa de variagdo for constante, a fungdo que se ajusta aos dados é
uma fungdo quadratica.

b)Se a segunda taxa de variagao for constante, a fungdo que se ajusta aos
dados é uma fungdo quadratica.

c) Se a segunda taxa de variagao for constante e as abscissas estiverem em
P.A, entdo a fungdo que se ajusta aos dados é uma fungdo quadratica.

d)Se a taxa de variagao for constante e as abscissas estiverem em P.A, entao
a fungdo que se ajusta aos dados é uma fungdo quadratica.

e)Se a segunda taxa de variagao nao for constante e as abscissas estiverem
em P.A, entdo a fungdo que se ajusta aos dados é uma fungdo quadratica.
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7.8. Regressao quadratica

Ja sabemos que a relacdo entre duas varidveis em um conjunto de dados,
representa uma funcdo quadratica quando as abscissas estdo em P.A e a segunda
taxa de variacdo é igual (teorema 7.6.2) ou quando o fator do teorema 7.6.3 é
igual. No entanto, em algumas situacdes é possivel que a segunda taxa de variacao
ou esse fator ndo sejam estritamente iguais, mas préximos da igualdade, indicando
a possibilidade!! de a funcdo quadratica ser o modelo matematico que mais se
aproxima aos dados.

Para encontrar tal funcgdo, utilizaremos um método utilizado na Estatistica
denominado de regressdo quadratica. Como pretendemos ter o minimo dos
quadrados das diferengas, temos para n pontos

01— P2 +02— ¥+ =)+ Om— )"
Escrevendo como S = =7 (y; — y)? e considerando y = ax? + bx + ¢, temos

i=n
S:Z (y; — ax;? — bx; — c )?
i=1

O valor minimo de S acontece para os valores a, b e ¢ que estdo na solugdo do

sistema

i=n i=n i=n

yi=nc+bz x[+az x;2
i=1 =, i=1
i=n i=n i=n i=n

Xy = € Z x; + b Z X2 +a Z x;3 Formulas utilizadas

na estatistica.

i=1 i=1 i=1 i=1
i=n i=n i=n i=n

xizyi=cz x2+b xi3+az e

i=1 i=1 i=1

L

,
<
I
=y

De imediato parecem expressdoes complicadas, mas na verdade sao apenas
trabalhosas, pois é preciso resolver esse sistema que possui trés equacgdes e trés

incognitas.

Exemplo: Vamos encontrar de acordo com as informacdes da tabela a seguir,
uma fungdo quadratica que mais se aproxima aos dados.
(x) 1 3 5 7 9
D) -20 -17 6 40 100

Solugao: Como os valores de x estio em P.A, vamos verificar inicialmente se a

segunda taxa de variacao é constante.

" Verdadeiramente, serd o coeficiente de determinagio que comparativamente ira dizer qual dos modelos matematicos - fungio
afim, quadratica, exponencial ou logaritmica - serd a fun¢fio que melhor se aproxima aos dados.
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x 1 3 5 7 9

y —20 —17 6 40 100

Ay | =17=(=20) _ 6—(—17) _ 40—6 100 — 40 _
Ax 3—-1 =15 5—-3 =115 7—5_17 9—-7 =30
Ay | _ 11,5—1,5_5 17—11,5_275 30— 17 s
(Ax)? 5—-3 7—-5 7 9—-7

A segunda taxa de variacdo ndo é constante, porém relativamente préxima da

igualdade. Desse modo, a fun¢do quadratica pode ser a fun¢do que melhor se aproxima aos

dados. Para encontra-la, usaremos as féormulas da regressdo quadratica. Acompanhe o

roteiro a seguir.

12 passo: Calcular as somatérias dos seguintes termos: x, y, xy, x?2

,x3, x* e x2y.

Para isso, coloque os dados na vertical e acrescente uma coluna para cada termo.

22 passo: Montar o sistema com os coeficientes:

1139 = ¢.25+ b.165 + a.1225

Zyl—nc+bz xl+az x;?

=n
Z xiyizcz xl+bz x; +az x;3

i=1
i=n

i=n

i=1
i=n

i=1
i=n

Z x;2y; =cz x; +bz x; +az x;*

i=1

[109 =5.c+b.25+a.165

10037 = ¢.165 + b.1225 + a.9669

32 passo: Resolver o sistema.

i=1

- |

5c¢+ 25b + 165a = 109
25c +165b + 1225a = 1139
165¢c + 1225b + 9669a = 10037

x y xy x? x5 x* x2y
7 -20 -20 7 7 7 -20
3 -17 -517 9 27 81 -153
5 6 30 25 125 625 150
7 40 280 49 343 2401 1960
9 100 900 81 729 6561 8100
25 | 109 | 1139 | 165 | 1225 | 9669 |10037

Usaremos aqui o método do escalonamento presente na subsecdo 14.2.1 — volume 3.

O método consiste em eliminar incégnitas nas equag¢des até restar somente uma.

Deixamos sempre a primeira equag¢ao intacta. Para eliminar a expressao “25¢” que

esta na segunda equagao, vamos multiplicar a primeira por -5 e somar com a segunda

25c¢ + 165b + 1225a = 1139 <

165¢c + 1225b +9669a = 10037
{5(: + 25b + 165a =109

{50+25b+165a= 109 X (-5)

Observe que a expressiao 25c¢ da

segunda equagao foi eliminada.

40b + 400a = 594
165c + 1225b + 9669a = 10037
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Para eliminar a expressao “165c¢” que esta na terceira equagao devemos multiplicar a
primeira por -33 e somar com a terceira
5¢+ 25b + 165a = 109 x (-33)
40b + 400a = 594 J
165¢c + 1225b +9669a = 10037
5c¢+ 25b +165a = 109
40b + 400a = 594 /
400b + 4224a = 6440

Para eliminar a expressdo “400b” que esta na terceira equagdo devemos multiplicar

Observe que a expressao 165c¢ da

terceira equagdo foi eliminada.

a segunda por -10 e somar com a terceira

5S¢ + 25b + 165a = 109
{40b +400a = 594 x (-10)
400D + 4224a = 6440 —
{5c 4+ 25b + 165a = 109

40b + 400a = 594 a=322=22321..
2240 — 500 —

Pare encontrar as demais incégnitas, basta substituir o valor de a encontrado nas

outras equacdes (de baixo para cima). Substituindo na 22 equagao
40b +400a =594 = 40b+400.2,23 =594 = 40b+892 =594 =

—298
40b =594 —-892 = 40b=-298 = |b= 20 —7,45|

Substituindo a e b na 12 equagao
5¢+25b+165a =109 = 5c+25.(—7,45)+165.2,23 = 109 =
5¢—186,25+ 367,95 = 109 = 5¢+181,7 = 109 =

—72,7
= |c = —14,54|

Dessa forma, a fungao que mais se aproxima aos dados é

5c= —72,7 =>c=

f(x)=ax?>+bx+c = |f(x) =2,23x% —7,45x — 14,54|.

Para mostrar a proximidade das informag¢des, vamos calcular o coeficiente de

determinacdo (o mesmo visto em regressao linear).

v —»? -2
) o) y (residuos) (diferenca p/ média)
7 -20 -19, 7429 0,066 1747,24
3 -17 -16,8286 0,0294 1505,44
5 6 3,942857 4232 249,64
7 40 4257143 6,613 331,24
9 100 9905714 0,889 611524
- |y=218 | - SQrps =11,829 SQpy =99488
Rzzl—mﬂszz _11,829

————— =0,9988 = |R? = 99,88%|.
9948,8
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E quase 12 100%.

proximidade dos pontos com a parabola da funcao

calculada.

Veja no grafico

7.8.1 a

f(x) = 2.23]x* — 7.45x — 14.54

N

Figura 7.8.1

7.8.1. Regressao quadratica usando planilha eletrdnica

Como demonstracao iremos utilizar o Microsoft Excel 2013 e as informagdes do

exemplo anterior.
Ao abrir o Microsoft Excel

digite numa pasta de trabalho em branco as

informagdes da tabela. Selecione todos os valores (sé os valores), vd ao menu

superior e clique na aba “inserir”. Nas opgdes dessa aba, clique em graficos de

dispersao, conforme a imagem a seguir.

PAGINA INICIAL  INSERIR LAYOUT DA PAGINA  FORMULAS DADOS  REVISAO EXIBIGAO
; Q- 5 - Sock- e
N ELey & i Ll
abelas Dindmicas Tabela Imagens Imagens . Aplicativos para Graficos .= Grafico Power  Linha
Recomendadas Online @* o Office ~ Recomendados D L—'% Dinamico~  View
Tabelas llustragdes Aplicativos Grafi Dispersdao
- Y = ool |
.
B G D E F G 2 / L
5% /\“ ]
1 -20
3 17 Bolhas
5 6
[ Q
7 40 ‘05 o3
9 100 .
Titulo do ¢ i Mais Gréficos de Dispersdo...
120

Os pontos serdao mostrados:

Titulo do Gréfico

12 Se acaso o coeficiente de determinagdo for 100%, significa que os dados se ajustam perfeitamente a fungao.
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Clique sobre o grafico e em seguida, va a aba “"DESIGN” e clique na primeira
opcgdo dessa aba: “Adicionar elemento grafico”. Depois, clique novamente em “Linha
de Tendéncia” e, em seguida, escolha a opgdo “Mais opgdes de linha de tendéncia”.
Conforme a ilustragdo a seguir:

PYITeY PAGINAINICIAL  INSERIR  LAYOUTDAPAGINA ~ FORMULAS ~ DADOS  REVISAO  EXIBIGAO DESIG|

— oo | ———
| .H. e ee®
Adicionar Elemento Layout  Alterar
réfico~  Rapido~ Cores "
iih. Eixos » Estilos de Grafico
ih Titulos dos Eixos »
i Titulo do Grafico »
il Rétulos de Dados » = = : e 5 : 3
b Barras de Erros »
{5 Linhas de Grade »
4 Legenda »
I Linha de Tendéncia > P Titulo do Grafico
|7 5 Nenhum
10 # Linear
1
12 " Previsio Linear
13
14 L/ MédiaMovel ®
15
16 Mais Opgdes de Linha de Tendéncia... c .
1 )

Outra alternativa é clicar sobre o grafico (em algum dos pontos) com o botdo
direito e selecione a opgdo formatar linha de tendéncia:

Titulo do Grafico 2 K
Sériel -
Estrutura
120 de Tépicos
100 %
Excluir
80
23 Redefinir para Coincidir Estilo
60 1
11 Alterar Tipo de Gréfico de Série..
40 L] B@ Selecionar Dados..
20 1
0 x Adicionar Rétulos de Dados 4
P I S 5 3 Adicionar Linha de Tendéncia.. c
o ¥4 Formatar Série de Dados...

OPGOES DE LINHA DE TENDENCIA v

. ~ . . H Ol
Em seguida marque a opgao: “Polinomial” e ao lado
“ordem” 2. Depois clique em “Exibir equagdo no grafico” [/~ O rogartica
para o equacdo ser visualizada. Veja a ilustragdo ao lado: E>L © Bolinomial - Orgem |22
| Média Mével

Nome da Linha de Tendéncia
® Automético Polinémio (Série)

Personalizado

Previsdo
Marque essa opgao caso deseje que o Excel mostre avangar 5] petoces
. N - Recuar 00 periodos
o coeficiente de determinag@o. Definr Interseqdo 00

/\QZ Exibir Equagdo no grafico

Exibir yalor de R-quadrado no grafico

O Excel mostrara a equacdo no grafico:

259 |
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100 ¥=2,2321x*-7,4714x - 14,504 ®

7.8.2. Regressao quadratica usando calculadora cientifica

Como demonstragdo iremos utilizar a calculadora VINACAL VN-500MS (ou
CASIO FX-82MS - detalhes no prefacio) e utilizar as informagdes do exemplo
anterior.

Inicialmente, zere a membdria e as configuragdes da calculadora, tecle:

t"\’

ﬁt ,@ ‘ SHIFT, MODECLR, 3, =

20 - Tecle: ,ﬁ (MODECLR, 3 - corresponde a regressao).

A tela da calculadora mostrara as opgdes que estdo na figura 7.8.2.1;
Tecle a seta para a direita da calculadora uma vez, conforme indica a *“mao” da

figura 7.8.2.1;
30 - Tecle: (que corresponde a quadratica);
40 - Digite os pontos (os pares) separados por virgula e tecle em .

A cada M+ o valorde n = 1, 2, 3 aparecera na tela. Continue o processo até o

ultimo ponto.

. . - ~ o
50 - Ao término da inclusao dos pontos, tecle: Q' a (SHIFIT, 2 -

refere-se variancia);

60 - Tecle a seta para a direita da calculadora duas vezes, conforme indica a

“mao” na figura 7.8.2.2;

7° - Na tela da figura 7.8.2.3, temos as opgdes: 1 para o coeficiente A (que é
o coeficiente ¢ da fungdo quadratica), 2 para o coeficiente B (que € o mesmo
coeficiente b da fungdo quadratica) e 3 para o coeficiente C (que é o coeficiente a

da fungao quadratica).
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Tecle: n B e o visor mostrard o coeficiente c da fungdo quadratica: -

14,5 conforme figura 7.8.2.4);

890 - Refaga os passos 5° e 6° para voltar as opgdes (de variancia);

90 - Tecle: GB e o visor mostrard o coeficiente b da fungdo

quadratica: -7,47 - figura 7.8.2.5);

100 - Tecle: e B B o visor mostrara o coeficiente a da funcgdo

quadratica: 2,23 - figura 7.8.2.6).

VINRCFAL« scomiceacoson P-S00MS

OO0
ocol Lol s il

Figura 7.8.2.4 Figura 7.8.2.5

VINRCHIL - scomc cucusos V11-500MS

Figura 7.8.2.3

VINRCFL« sconmc cacoson V11-S00MS

Figura 7.8.2.6
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[ EXERCICIOS 7.5 |

1)Encontrar de acordo com as informacgdes da tabela a seguir, uma funcao
quadratica que mais se aproxima aos dados, em seguida confirme a fungdo usando
o uma planilha eletrénica ou calculadora cientifica.
(x) 1 2 3 4 5
o) 1 3 5 10 12

2)Encontrar de acordo com as informagdes da tabela a seguir, uma funcgao
quadratica que mais se aproxima aos dados, em seguida confirme a fungdo usando
uma planilha eletrénica ou calculadora cientifica.
(x) 2 4 6 8 10
) 3 6 12 18 26

3)A produtividade do milho safrinha pode ser aumentada com a adubagao
nitrogenada em cobertura mesmo quando cultivado em sucessdo a soja. As
informacgdes a seguir referem-se ao valor da massa de mil grdaos de acordo com as
doses de nitrogénio.

(Doses de Nitrogénio) 10 30 60 90 120
(Massa de mil graos) | 237,3 | 249,7 | 272,8 | 301,3 | 335,2
Fonte: (SORATTO, PEREIRA, et al., 2010)

a) Obtenha uma fungdo quadratica que se aproxima aos dados.

b) Calcule o coeficiente de determinagdo e analise o seu valor.

c) Confirme a fungdo anterior usando uma planilha eletrénica ou calculadora
cientifica.

4) Com a perspectiva de crescimento do pinhdo-manso e o acumulo e
distribuicdo de metais na planta, objetivou-se, com um experimento, avaliar os
efeitos do cobre e zinco nessa planta. Os tratamentos consistiram em cinco doses
de cobre (0; 25; 50; 75 e 100 mg dm~3), com
trés repeticbes. Os teores totais de Cobre (Cu)

2 3
>

encontrados no solo, apés a colheita das plantas

w
1=

(teor final), correspondentes aos tratamentos

3

foram, respectivamente, 0,40; 13,32; 30,75;

S

27,77 e 60,35 mgdm~3, conforme ilustrado no

=

grafico.

>
b

Teor final de Cu no solo, mg dm™
=
-

0 20 40 60 80 100 120

Teor inicial de Cu no solo, mg dm™

Utilizando wuma planilha eletrénica ou

calculadora cientifica, calcule a fungdo que

melhor se ajusta aos dados. Imagem da fonte

Fonte adaptada: (CHAVES, MESQUITA, et al., 2010)
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5)Com intuito de aplicar modelagem matematica nas curvas de secagem de
graos de feijao-caupi (Vigna unguiculata), identificou-se uma relagdo entre as
temperaturas em razdo da umidade. As informagdes estdo na tabela a seguir.
(Temperatura) 25 35 45 55 65
(Razao de umidade) 0,9 0,6 0,4 0,2 0,1

Fonte adaptada: (MORAIS, DEVILLA, et al., 2013)

a) Obtenha uma fungdo quadratica que se aproxima aos dados.

b) Calcule o coeficiente de determinacgao.

c) Confirme a funcgdo anterior usando uma planilha eletrénica ou calculadora
cientifica.

6)Um experimento foi realizado para avaliar os efeitos de diferentes doses de
nitrogénio aplicadas no solo sobre a produgdo de matéria seca do capim Tanzéania
(Pannicum maximum cv. Tanzania) cultivado de forma irrigada em um local de
latossolo vermelho-amarelo, com textura argilosa. As doses empregadas no
experimento foram de 200, 400 e 800 kg de nitrogénio por hectare, sendo utilizada
a ureia como fertilizante. Além disso, foi mantida uma &area onde ndo houve
aplicacdo de nitrogénio. A tabela a seguir apresenta as equacbes de regressdo
obtidas para cada estacgdo do ano, relacionando a dose de nitrogénio aplicada no
solo (X, em kg/ha) com a produgao acumulada de matéria seca do capim Tanzania
(Y, em kg/ha).

Fonte adaptada: ENADE-AGRONOMIA-2016

Com base nesse contexto e nas informagdes apresentadas na tabela, assinale
a opgcao em que é apresentada uma conclusdo do experimento.

Estacdo do ano Equagdo R?
Verao Y =2116 + 13,82 X — 0,0099 X? 0,91
Outono Y=1637+10,178 X — 0,0077 X? 0,99
Inverno Y=1132+4,862 X —0,0045 X? 0,99
Primavera Y=1706+ 3,494 X 0,91

VIANA, M. C. M. et al. Production and nutrition of irrigated Tanzania guinea grass in response to nitrogen fertilization.
Revista Brasileira de Zootecnia. p. 238-243, 2010 (adaptado).

a) Na auséncia de adubacgdo nitrogenada, ndo havera aciumulo de matéria seca
no inverno.

b)Em todas as estacdes do ano e para todas as doses obteve-se acumulo de
matéria seca sempre crescente em fungdo da aplicagdo de adubo nitrogenado.

c)A producdao acumulada de matéria seca apresentou resposta linear a
adubacgado nitrogenada em todas as estagdes do ano.

d)O aumento da adubacdo nitrogenada podera resultar em reducdo na
producdo acumulada de matéria seca na primavera.

263 |



e)Para cada 100 kg de nitrogénio aplicado no solo na primavera, obteve-se um
aumento de 349,4 kg na produgdo acumulada de matéria seca por hectare.

7)(ENADE-AGRONOMIA-2019) Os biorreguladores sao utilizados para interferir
no crescimento e no desenvolvimento de plantas. Um experimento foi conduzido
para avaliar o desempenho de plantas de soja em resposta a sua aplicagcdo. Como
resultado, chegou-se a regressdo apresentada na figura a seguir, que representa a
produtividade da soja (kg-ha™!) em funcdo de diferentes doses do biorregulador
aplicado (ml-ha™1), sendo que MF é o maximo da funcdo e PM é ponto de maximo.

Com base nas informacgdes apresentadas, assinale a opgao correta.

-1
a)A dose de 500 ml ha de 7 =3 588,742857 + 3,016364X - 0,00444X’ R*= 0,97
. . . 42501
biorregulador proporcionou a maior MF =4101,04 kg o
L - 4000 1
produtividade da soja. = >
. . 2 3750
b)A produtividade da soja apresentou En
~ . . @ 35001
relagdo linear direta com as doses do |3
. 2 32504
biorregulador. £
B 30004 . e
c)A aplicacdo do biorregulador |& RrodutividaderCV%) =10,38
27504 P<0,05 pelo teste t
apresentou efeito positivo na produtividade S o0 PM = 339,68 ml
da soja, independentemente da dose 0 125 250 375 500

Doses de biorregulador (ml-ha?)

aplicada.
L. . ALBRECHT, L. P. et al. Manejo de biorregulador nos componentes
d ) A p rodutividade da SOja aprese ntou de produgdo e desempenho das plantas de soja. Bioscience Journal

Uberlandia, v. 27, n. 6, p. 865-876, 2011 (adaptado).

uma resposta quadratica em fungdo das
doses do biorregulador. Imagem da fonte
e)O coeficiente de determinacdao (R2) apresentado, inferior a 1,00, indica

que o modelo gerado nao foi significativo no intervalo testado.
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8. FUNCAO EXPONENCIAL

Os modelos matematicos ndo-lineares com curvas de crescimento ou
decrescimento podem ser representados por uma fungdo exponencial. A
proliferagcdao de uma praga em uma lavoura, o crescimento de plantas, a variagao
de um capital aplicado a juros compostos e a meia-vida de um farmaco, sdo alguns
exemplos de sua aplicagao.

Antes de iniciar os estudos, faremos uma revisdo sobre poténcias e suas
propriedades, que sdo a base para o seu desenvolvimento dessa fungao.

8.1. Revisao sobre poténcias

Toda poténcia possui 0s seguintes elementos:

a™ Onde a é a base e n 0 expoente.

A poténcia corresponde a uma multiplicacdo de fatores iguais, isto e,
representam multiplicacdes repetidas de um mesmo numero (ou fator). Exemplos:
v 25 é 0 mesmo que 2.2.2.2.2 (cinco vezes);
v' 73 é 0 mesmo que 7.7.7 (trés vezes);

v a* é o mesmo que a.a.a.a (quatro vezes). Assim:

a™ = a.a.a.a..a
(O T e
n vezes

Leitura: Lé-se “o numero da base” + “elevado a” + “o nome do numero do
expoente na forma ordinal” + opcionalmente a palavra “poténcia”. Exemplos:
v' 3% -trés elevado & quarta poténcia;
v 515 - cinco elevado a décima quinta poténcia;
v' 72 - sete elevado a segunda poténcia.
Casos particulares: quando o 2 ou o 3 estdo no expoente, podemos lé-los da
seguinte forma: o nimero da base + “ao quadrado” ou o numero da base + “ao

cubo”, respectivamente. Exemplos: 52 - cinco ao quadrado e 113 - onze ao cubo.



8.1.1. Resolvendo poténcias com expoente natural

a) 2¢ = 2.2.2.2.2.2 = 64.

6 vezes =X

b) 52 = 5.5 =725, \3 SAIBA MAIS!
2;6;;'5
c) 73=7.7.7 = 343. o A poténcia (—a)? terd resultado positivo,

. zum e se b for par, ¢ negativo, se b for impar.
Al -6)"=—6)(—6)—+8k o —aP é o oposto de (—a)? quando 6 ¢

&) (2= (=2).(-2.(-2) (=2.(-2) par. € —aP éiguala (—a)? quando 6 é impar.
(—20 =D~ ) = 1094 Exemplo: —2* = —2.2.2.2 = —16.

A L L (—2)* = (-2).(-2).(-2) = +16
G- G-

g) 01°9=0.0.0.....0.0 = 0.

100 vezes

4

h) (—1)19°=(—1).(~1).(—1)....(—1) = 1.

100 vezes

8.1.2. Resolvendo poténcias com expoente inteiro

No quadro a seguir estdo as poténcias de base 3 de expoentes positivos, pela
qual ja sabemos calcular e que ja foram preenchidas. As demais poténcias a direita
foram calculadas com o intuito de seguir o mesmo padrdo, isto &, dividindo o
resultado a esquerda sucessivamente por 3. Acompanhe:

33 32 31 30 3-1 3-2 3-3
27 9 3 1 1 1 1
\*3 / \*3 / \*3 /\\\\:3/ 3\*3 /32\*3 /33

Observe que parairdo 27 a0 9, do 9ao 3 e do 3 ao
1, basta dividir por 3 (acompanhe as setas). Veja que
Continuando esse processo, encontramos 0s 30=1.
demais valores para zero e para expoente negativo.

Perceba que ha inversdes

uando o expoente € negativo.
q p g

A tabela acima foi construida com poténcias de base 3, mas pode ser facilmente
construida com qualquer base diferente de zero (faga os testes!). O objetivo de sua
construcgao visa justificar as seguintes afirmacoes.

1°2) Todo numero (com excecgdo do zero) elevado a zero é um.

Demonstracao: Embora tenhamos a justificativa, faremos uma demonstracao
algébrica, usando a propriedade P2 que esta na subsecdo 8.1.3 a seguir.
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mvezes mvezes

m-n _ am  aa.a..a o_a™m™__aaa..a
-n _ et m=nea=+0 temos: q® =& = &% _ 4
g an T T B ea = U, temes a™  a.a.a..a
nvezes mvezes
. N o _ am ~ ~0_ 0" 0
Quanto a excegdo, se a = 0, teremos em a” = om @ expressdo:0" = oE= O

0
Mas, quanto e —?
(0]
Dividir zero por zero € achar um nimero qualquer, que multiplicado por zero
da zero, ora, existem infinitos. Dessa forma, a expressdo 0° possui valor

indeterminado.

2°2) Todo numero (com excecdao do zero) com expoente negativo é o
inverso do mesmo namero com expoente positivo (e vice-versa).

1 il

a—m ou am _

al a-m

Demonstracio: Sabemos que a’® =1 e que 0 = m—m, entdo a™ ™ =1.

Desmembrando conforme a propriedade P1 que veremos a seguir, temos

- — 1
am™M=qgma Mm=1= |am = a—m| Quando a base for uma
fragdo e o expoente for
Exemplos resolvidos: negativo, inverte-se a
fragdo e troca o sinal
0 _
e 21 = il = % ® 9998" = L. do expoente.
2 1N\ 2 242
- JORSICOR
-2 — .
i q .(3)‘3_@)3_&&&_&
.(_7)_2:W:E. 4 TNZ) T3°BT3T 27

8.1.3. Propriedades de poténcia

Existem algumas propriedades que podem ser Uteis em desenvolvimentos
matematicos envolvendo poténcias. Estdo a seguir as propriedades mais
importantes e suas respectivas demonstracoes.

Sejam a, b, m e n nUmeros reais:

12 propriedade (P1):

a™. qm = gmtn E> Produto de poténcias com bases iguais: repetimos a base

€ somamos 0s expoentes.

am™.a"=a.a.a..a .a.a.a..a = a.a.a..a =amtm

m vezes nvezes m+n vezes
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23 propriedade (P2):

am m—n Divisdo de poténcias com bases iguais: repetimos a base
_an = e subtraimos os expoentes.
m vezes
m ———
. a a.a.d..a . i . P——
Demonstragdo: —; = ——— cancelando termos iguais sobra a diferenga a .
a

a.a.a..a
N—
nvezes

33 propriedade (P3):

- —— Produto de nimeros elevados a um sé expoente:
(a. b) = a™.b |:> distribui-se o expoente para cada base.
(isso se aplica a mais de duas bases)
Demonstragao:

(a.b)™ = (a.b).(a.b).(a.b) ...(a.h) = a.a.a..a.b.b.b..b =a™.b"

nvezes

nvezes nvezes

43 propriedade (P4):

() -5 |0

Divisdo de nimeros elevados a um sé expoente:
distribui-se o expoente para cada base.

n —_— n
Demonstragéo-(g) 22 22282 9
“\b b'b'p b b.b.b..b pn

n vezes nvezes

53 propriedade (P5):

(a™)™ = gnm E>
mvezes

Demonstracdo:(a™)™ = a™.a™.a™..q" = gqnttntntoin — gnm

)

Poténcia da poténcia: repete-se a base e multiplica-se os
expoentes.

mvezes

Exemplos resolvidos: SAIBA MAIS!

1)Nao confunda (a™)™ com a™™.

Exemplo: (23)5=215%¢ 23°= 243

2)Ndo existe propriedade para soma
ou subtragdo.

32_ 33 = 32+3 = 35

1—2 1 Exemplo: 32+33 ou 3%2-33,
. =T T 4.
4
e (2.5)2 = 22.52=4.25 = 100
3 “ 1 1 Observe que ndo ha nenhuma propriedade
e (673 =6"23=6"°0=—= que possa ser utilizada neste wltimo
6% 46656 exemplo.
N O
(1_25 )*1 _ (1— 4.25)*1 _ fa=100N"% (—99 -4
4 - < - 4 - e ~ 99-
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8.1.4. Resolvendo poténcias com expoente racional

A radiciacdo na matematica é definida da seguinte forma: qual um nimero que
multiplicado por ele mesmo n vezes é igual a a™? Ou de outra forma, qual um

nimero cuja n-ésima poténcia é igual a a™? Isso se escreve assim

n

am
e lé-se assim: “raiz n-ésima de a elevado a m”.
Utilizaremos a propriedade 5 para demonstrar que é possivel escrever uma
radiciacao em forma de potenciagdo. Veja:
@* P = (@)= @¥, @%. 0% o @® = @™ (%)
oo obt ol wm
nvezes
Como denotamos o resultado acima como a™, a raiz n-ésima de a™ é a* =
m
Va™ = a*. Por outro lado, em (*) a** =a™ = x = =

Dessa forma, concluimos que:

m m
n

an = Yam <:> Vam™ =a

Exemplos resolvidos:

1 3
e 32 =3%3T=+/3.
o - .
o 273 =271 =3/27 = 3.

RN ORENORSEEE

3 - 6 .
97 = /9% =%/9.9090=3%3333.33=32=3%=27.

2

—3
157 ] 1
(E) 2 = o) * = V16® = V16.16.16 = V4.4.4.4.4.4 = 4° = 64.

(-5 =3CDi=¥T1=1
(_1)%: m:\/—_l Aem R.

1

((256)%)Z = Je2se) = 4258 = YA = 2.

AR A DB vz 16
o -z T 10-v25 5°

() - ) (o ey
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8.1.5. Resolvendo poténcias com expoente irracional

N3o ha uma maneira facil de calcular poténcias com expoente irracional sem o
uso de recursos tecnolégicos, como calculadora cientifica, planilha eletrénica, entre
outros. Esses nimeros podem ser calculados apenas por aproximacao.

Veja como exemplo, como calcular 3¥3 nha calculadora
cientifica.

Inicialmente, tecle no numero 3, em seguida no simbolo: ~
(que significa expoente), depois no simbolo v seguido de 3. Ao
teclar = (igual), a calculadora, conforme a imagem ao lado,
mostrara o resultado: 6,704991854...

Assim: 3V3 = 31,73205080.. — g 704991854...

[ EXERCICIOS 8.1 I

1)Resolva as poténcias:

a)2° h) 0251 T
b)(—3)* -\ 15000 " ((1024)2)
i) 1 1, 2048
o) (—4)2 : 19 °) ((_1)3)
) 1) ,
d)877777° ) (—1)72 p) V230

ON = :
o 0% o (22 5t)
—2 5 <7 -

n () m (L)? ot
9)(—3000)°

2)Resolva as expressoes:
0 _ £1 0 _ 21 0 2 1
a) 2 5" +5 3 +3 f)643+90'5—83

o (B @@ e

€) (—=1)1000 4 1-1000 4 (_1)991 (10)_1_( )_1

d)(—=1)?"-(=1)?"*1 (comn €N )

214(=2)24 22 h)\/14+\/117+ 13 ++9
(—2)2+20+70
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3)Escreva na forma de uma uUnica poténcia:

z 3 =12

a) x2. x2 d) (xz )

10 —>N41-5 n+3 ,n—1
b) *VIGx=2)4] Rl i

6 (xn—1)2

x5 2n+1 z2n—1
c)— 3 .3
)x% fy ————

B™?2
4)(FATEC) Das trés sentengas abaixo:

I. 2%¥+3 = 2% 23 II. (25)% = 52% III. 2% 4+ 23 = 5%

a) somente a I é verdadeira;

b) somente a II é verdadeira;

c) somente a III é verdadeira;

d) somente a II é falsa;

e) somente a III é falsa

8.2. Definicao de funcao exponencial
Definicdo 8.2.1: Denomina-se fungdo exponencial qualquer fungdo f: R —» R*

definida por f(x) =a*, coma>0ea 1.

Veja alguns exemplos de fungdo exponencial:

re =z = )
- h = (3) - = (V5)

e m(x) = 1000*

E importante tecer alguns comentarios sobre restricbes para a base.
e A restricdo a > 0 parte da premissa de que um numero negativo ou o zero,

elevado a qualquer numero, poderd ndo existir dentro do conjunto dos numeros
reais (R).

1
Exemplos: (=2)2 =+v/—2 e 07 7¢R.

e A restricdo a #+# 1 é pertinente, pois se a =1, a fungdo assumirda sempre o

mesmo valor 1 para qualquer valor de x, e deste modo, deixara de ser fungdo
exponencial para ser uma fungdo constante.

Portanto, para que a fungdo na forma f(x) = a* seja exponencial é preciso que
a base seja maior que zero e diferente de 1.
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8.3. Grafico da funcao exponencial

e Grafico na forma f(x) = a*

Atribuindo os mesmos valores habituais de x para construgdes de graficos:
-2,—1,0,1,2, (mais uma vez, esses valores sdo de livre escolha) vamos construir o

grafico da fungdo f(x) = 2*:

x 2% y
1 1

72 -2 = — —
2 2| 2

g| 2= 1
21 2

0 20 1
1 21 2

3
2 22 4
. . ~ 1
29 exemplo: Vamos construir o grafico da fungdo f(x) = (5)
1 X
x — _
(3) Y (~2,9)

F@) = @)

0 (}) 1
3
1 (1)1 1 (0,1) 1 1
3 3 L3 @y
2O I R——

Caracteristicas do grafico na forma f(x) = a*:

- O grafico sempre intersecta o eixo y no ponto 1.
De fato, f(x) = a*, como no eixo y o valor de x é zero, entdo f(0) = a® = 1.

Constate essa informacgao nos dois exemplos anteriores.
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-Sea > 1, afuncido é crescente (figura 8.3.1);
Demonstracdo: a>1 =>a"*">1"=a">1 com h>0 e h € R. Multiplicando
ambos os membros por a*, tem-se: a*.a» > a¥ = a* ™ >a¥ = f(x + h) > f(x).

Veja no 1° exemplo, que a funcgdo é crescente, pois a > 1.

-Se 0 <a<1, afungao é decrescente (figura 8.3.2);
Veja no 2° exemplo, que a funcgdo é decrescente e 0 < a < 1.

Demonstracdo analoga a anterior.

- O grafico nunca toca ou intersecta o eixo x.
Com efeito, se a > 1 (crescente), entdo a* > 0. Se 0 < a < 1 (decrescente),
entdo a* >0 parax>0e a* > 1 para x<0. Em todos os casos, temos a* > 0,

mostrando que o grafico sempre ficard acima do eixo x, e embora se aproxime

desse eixo, jamais ird toca-lo ou intersecta-lo.

Y
Y
f(z)=a* ,

coma > 1. f(ac):a
com0<a<l.

1 .1\
- T

Figura 8.3.1 Figura 8.3.2

e Grafico na forma f(x) = fy.a*

O grafico da fungdo exponencial na forma f(x) = fy.a*, tem as seguintes
caracteristicas:

- Intersecta o eixo y em fy;

De fato, no eixo y, tem-se x =0, logo f(x) = f;.

- E crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, seguindo os mesmos

critérios da fungao original f(x) = a”. 8
7
. . 6
Exemplo: O gréafico da fungdo f(x) = 5.3" na 5
figura 8.3.3, intersecta o eixo y em f=5 e é 4
3
crescente, poisa > 1. =
1
-1 1
=4
-2
Figura 8.3.3
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| EXERCICIOS 8.2

1) Construa os graficos:

a)f(x) = 3%

—2x
o OfF ) = (3)
bf ) = (5)

e)f(x)= 3.2%
of(x) = 5% "
1 /1
nfe) = 3.(3)
2)(PUC-MG) Seja a fungado exponencial f(x) = a*, é correto afirmar que:

a)Ela é crescente se x > 0;

b)Ela é crescente se a > 0;

c) Ela é crescente se a > 1;

d)Ela é decrescente se a # 1;
é

e)Ela é decrescente se 0 <x < 1.

3)(SEDUC-GO - adaptada) Um estudo prevé um aumento na populagdo de
determinada cidade, para os préximos 20 anos, como indicado no grafico que segue.
Pela anadlise do grafico, o crescimento populacional no 16° ano é

aproximadamente, em milhdes, igual a: Crescimento Populacional

a) 400; é 1200 v
= /
b) 600; E 1000
c) 800; E /
d) 1.000; 2 /
S 600
e) 1.200. = /
g o
z 200 /
ot
S /
0 123 456 7 8 91011 1213141516 17 18 19 20

Anos

4)(UFJF) A figura abaixo € um esbogo do gréfico da fungdo y = 2* no plano
cartesiano. Com base nesse grafico, é correto afirmar que:

a)yo=yz—y1
b)yi=ys—yz
C)Y1=Y3+ VYo
d)y2=y1.Yo
e)ys=Yy1.yz
0 Xy Xy X| +Xy o
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NOCOES ELEMENTARES

8.4. Equacgao exponencial

Equacdo exponencial é toda equacdo em forma de poténcia cujo expoente é
uma expressdo com incoégnita. Embora haja varias formas de resolver uma equagdo
exponencial, iremos basicamente utilizar os tipos de solugdes a seguir.

19 tipo: Igualando as bases de ambos os membros.

1° exemplo: Resolver a equagao 7* = 49.

Solugdo: Como o objetivo é igualar as bases, precisamos decompor o 49 e
transforma-lo em base 7. Assim

X =49

7% = 72 (bases iguais cancelam e iguala o expoente)
x =2=|S ={2}|

20 exemplo: 272 = 256.
Solugdo: Vamos decompor o 256 (veja o algoritmo a seguir) e, em seguida,

transforma-lo em base 2, da seguinte maneira:

2X—2 — 254 2562 Algoritmo da decomposicio de
128\ 2 um numero: Primeiro € preciso
2%¥72 =28 64 | 2 <:> buscar o menor niimero primo
que divida o namero desejado
x—2=8 32 |2 > 28 (comece com o 2, depois o 3, 5,
x=8+2 16 |2 7, 11, 13, etc) uma vez
8 2 encontrado, faz-se divisdes
x =10 4 2 sucessivas até chegar ao
- 2 2/ quociente 1.
1

3° exemplo: 702710 =1,
Solugdo: Como 70°=1, podemos fazer

702x710 — 700
7/0225—10 — 7,00
2x—10=0

2x =10 3x=12—0 > x=5 = .

29 tipo: Substituindo uma poténcia com a incoégnita desejada por uma
incognita auxiliar.
1° exemplo: Resolver a equagdo 5**1 + 5**2 = 30,
Solugado: Usando as propriedades de poténcias, dispomos de
5¥. 51 + 5% 52 =30 = 5%.5+ 5%.25 = 30.
Utilizando uma incégnita auxiliar y, vamos fazer 5*¥ = y. Ou seja, onde estiver
5% iremos colocar y, do seguinte modo:

y.5+ y.25=30= 5y + 25y =30
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30y=30=>y=%=>.

Substituindo em 5% = y, encontramos

5*=1=5 =5 =[x=0]= [S ={0}|

20 exemplo: Resolver a equagédo 4* —3.2* 4+ 2 = 0.

Solugdo: Substituindo 4 por 22.

(22)x —32%+2=0 Na primeira poténcia houve uma troca do x pelo
22X __ 32X 4+ 2 =0 / expoente 2, fazendo 2*¥ = y)

(2¥)2 —3.2*+2=0

y2—3.y+2=0(a=1b = —-3ec = 2)

A =b* — 4.a.c

oz _ —bH/A _ —(=3)EJI_ 3+1_(y =2
A= (=3) 4.1.2 Y= "2a T 2.1 = T2 T W=1
A=9 —8

A= 1

Paray =2 = 2% =2 =
2% — S ={0,1} |
y [y = A e m =)

E importante observar que todas solugbes devem satisfazer suas respectivas

equacoes (de qualquer tipo). Como exemplo, vamos verificar se de fato a solugao

S ={0,1} do exemplo anterior satisfaz sua equagdo 4* — 3.2 + 2 = 0.

Parax = 0 =4 —-32+2=0 = 4°—-32°+2=0 =
= 1-3.1+2 = 0=0 (ok!).
Parax = 1 4'—32'4+2=0 = 4—-6+2=0 = 0=0 (ok!).

Outros tipos:
1° exemplo: (ENEM) Admita que um tipo de eucalipto tenha expectativa de

crescimento exponencial, nos primeiros anos apds seu plantio, modelado pela

funcdo y(t) = a®~! na qual y representa a altura da planta em metro, t é

considerado em ano, e a € uma constante maior

que

muda quando plantada, e deseja-se cortar os
eucaliptos quando as mudas crescerem 7,5 m
apo6s o plantio. O tempo entre a plantagdo e o
corte, em ano, é igual a
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Admita ainda que y(0) fornece a altura da

a)3 b) 4 c) 6 d) log, 7 e) log, 15

I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
6

t(ano)




NOCOES ELEMENTARES

Solugdo: Como y(t) = a1 =at.a™! = at.=, a fungdo pode ser expressa por

QR

y(t) = %. at, isto é, o valor inicial é f;, = %, que pelo grafico é 0,5 (altura da muda quando

plantada). Assim,

1
~=05= =|y(@) = 2t1

Outra forma de calcular o valor de a consiste em substituir o ponto (0;0,5) na fung¢ao

y@) = a"h

1
05 = a’ 1= ~=05= [a=2]=|y@) = 2t71|

Se o eucalipto cresceu 7,5m apds o plantio, entdao sua altura serd 8m (7,5 + 0,5).

Substituindo na fun¢ao, encontramos

y@®) =201 = 8 =271 = R3I =1 = Resposta: letra b.

20 exemplo: (PUCC-SP) Numa certa cidade, o nimero de habitantes, num

raio de r km a partir do seu centro é dado por P(r) = k.23r, em que k é constante
er > 0. Se hd 98304 habitantes num raio de 5 km do centro, quantos habitantes
h& num raio de 3 km do centro?

Solugéo: Inicialmente, vamos substituir 98.304 e 5km, na func¢do P(r) =k .237,
para encontrarmos a constante k.

98304 98304
T 215 T 32768

P(3)=3.23% = P(3)=3.2° = P(3)=3.512 =|P(3)=1536|

Resposta: 1.536 habitantes.

P(r)= k.23 =98.304 =k .235= 98304 = k.25 =k =k = 3|

3°% exemplo: Uma praga se prolifera de modo que, em cada dia, ela atinge
uma area de plantio igual ao dobro da area atingida no dia anterior. Se uma praga
atinge uma area em 30 dias, quantos dias serdo necessarios para que duas pragas
dessa mesma espécie atinjam a mesma area?

Solugao: No 12 dia, uma praga atinge um valor x, no 22 dia, 2. x, no 32 dia, 4. x, no 4°
dia, 8. x, e assim, sucessivamente. Duas pragas atingem 2x no 1¢ dia, no 22 dia, 4.x, no 3¢

dia, 8. x, etc. Para melhor entendimento, foi construida a tabela seguinte.

1° 2° 3e 4° 292 | 30¢
N2 de pragas
dia dia dia dia dia | dia
1 praga x 2x 4x 8x ? v
2 pragas 2x 4x 8x 16x y 2y

Observe que os valores referentes as duas pragas sao iguais aos valores de uma praga

defasados por um dia. Resposta 30 -1 = 29 dias.
Uma solugdo algébrica: 2¥*=2.2Y=x = 1 + y,parax = 30 =|y = 29 dias|
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[ EXERCICIOS 8.3 |

1)Determine o conjunto solugdao das equagdes exponenciais:

a)4* = 1024 ) 0,16G% D = 1
b)8* = 128 1000
c)3¥ = 1 h)7x+7x = 1
3
4)7% = 7 2%+ 4 2%+3 = 40
(L)ZX _ l j)7x—1 + 7x+1 =50
&)\ 75 5

k)25*¥ —30.5* + 125 =0
£)32x+1 = X
81 )4* —12.2* = —32

2) (PUC-SP) A soma das raizes da equagao
a)l b)3 c) 8 d)1ie e)20

3) (UEMG-MG) Segundo dados de uma pesquisa, a quantidade de arvores de
certa regidao vem decrescendo em relagdao ao tempo t, contado em anos, segundo

a relagao: Q(t) = 10.000. 2795t sendo 10.000 a quantidade inicial e Q(t) a

quantidade t anos apds, para que essa quantidade inicial fique reduzida a quarta
parte, deverao transcorrer:
a) 2anos b) 3anos c) 4 anos d)5 anos

4)(ENEM) Suponha que o modelo exponencial y = 363.e0.03x om quex =0
corresponde ao ano 2000, x = 1 corresponde ao ano 2001, e assim
sucessivamente, e que y é a populagdo em milhdes de habitantes no ano x, seja
usado para estimar essa populagdo com 60 anos ou mais de idade nos paises em
desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse modo, considerando e%3 = 1,35,
estima-se que a populagdo com 60 anos ou mais estara, em 2030, entre
a)490 e 510 milhoes.
b)550 e 620 milhdes.
c)780 e 800 milhdes.
d)810 e 860 milhdes.
e)870 e 910 milhdes.

5) (ENEM) A duracgdo do efeito de alguns farmacos esta relacionada a sua meia-
vida, tempo necessario para que a quantidade original do farmaco no organismo se
reduza a metade. A cada intervalo de tempo correspondente a uma meia-vida, a
quantidade de farmaco existente no organismo no final do intervalo e igual a 50%
da quantidade no inicio desse intervalo. O grafico ao lado representa, de forma
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genérica, o que acontece com a quantidade de farmacos no organismo humano ao
longo do tempo. A meia-vida do antibidtico amoxicilina e de 1 hora. Assim, se uma

dose desse antibidtico for injetada as 12 h em um

100
paciente, o percentual dessa dose que restara em seu o5

organismo as 13h30 min. sera aproximadamente de:
a)l0%
b)15%
c)25%
d)35%
e)50%

80
70
60
50
4041
304
2 \
1o ] \\‘
0 1 2 3 4 &5 8 7
numero de meias-vidas

% de férmaco no organismo

0

6) A clorose variegada dos citros (CVC), causada pela bactéria Xylella fastidiosa

é uma doenga que afeta laranjeiras. Embora ndo haja nada comprovado, alguns

estudos indicam que o déficit hidrico aumenta a severidade dos sintomas das

plantas afetadas pela CVC. De um modo geral, as plantas de tratamento irrigado a
100% apresentam maior produgdo.

Fonte adaptada: (GONCALVES, 2010)

A relagdo entre CVC (em porcentagem)
e a produgao (kg de frutos
assintomaticos/planta) pode ser descrita pela

n
a
S

n
o
=]

equagao de regressao y =
114.(2,71) ~9018x o yjsualizada no gréfico a

seguir.

Producao (kg/planta)
=
(=] o
S ©

@
o

a)Desenvolva uma equagao
. ) 0 .
equivalente a proposta, porém com expoente ° 20 40 60 80 100
pOSitiVO. Incidéncia de CVC

b)Qual o valor de da producdo para TagEm. AT

uma incidéncia de CVC de 60%.

7)(SEAPE) A lei P(¢) = 100(0,5)' representa o percentual de agrotéxico P que

age sobre a lavoura ao longo do tempo t, em horas. Qual & o percentual de

agrotéxico que age sobre a lavoura em 2 horas?
a) 250 b) 125 c) 100 d) 50 e) 25

8) (UFSM) As matas ciliares desempenham importante papel na manutengdo
das nascentes e estabilidade dos solos nas areas marginais. Com o desenvolvimento
do agronegécio e o crescimento das cidades, as matas ciliares vém sendo
destruidas. Um dos métodos usados para a sua recuperagédo € o plantio de mudas.
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O grafico mostra o niumero de mudas N(t) = bat! (0 < a = 1 e b > 0) a serem

plantadas no tempo t (em anos), numa determinada regiao.

o numero de A
N

De acordo com os dados,

mudas a serem plantadas, quando t = 2 anos, é

3.375

igual a:
a) 2.137. /
b) 2.150.
c) 2.250.
d) 2.437.
e) 2.500.

.

1.500

t (a:o)

Wheereemeceeee=

9) O gréfico a seguir mostra a relagdo exponencial entre a altura do dossel, de
um consdrcio D. ovalifolium-B. humidicola, e a radiagdo fotossinteticamente ativa

(RFA) incidente no mesmo. Os dados 007 1ec0pmermte —
correspondem ao tratamento de introducdo da 2
leguminosa através de plantio em sulcos, e foram E ox]
obtidos em 24 de abril de 2004, entre 11:30 e "i A
12:00 horas. Em destaque: altura média da 250_
leguminosa no dossel = 0,23 m, interceptagao de 'é
RFA (calculada) pela leguminosa: 19% da E 5] 19%
incidéncia no topo do dossel. é
Por ocasido da amostragem, a altura média o $30lo ' 30 L‘lmolm':s'l :
do dossel, nesse tratamento, era de 0,53 m. 0.0 0.2 0.4 0.6
Tomando-se como 100% a RFA incidente nessa il i i

altura. Imagem da fonte

Fonte: (RIBEIRO, 2006)
Qual a fungao exponencial que se ajusta ao experimento e qual o valor inicial
da RFA?

10)0Os dados a seguir foram coletados de um trabalho de modelagem
matematica aplicada em um cultivo de alface, fazendo um comparativo entre os
valores da massa média das mudas do experimento e da fungdo exponencial, de
acordo com o tempo (idade).

Tempo Fungao
(dias) | exponencial | Experimento
25 0,39 0,39
36 1,496 0,62
48 6,494 4,22
70 96 96

Fonte adaptada: (HERRMANN, KINETZ e ELSNER, 2019)
Qual a fungao exponencial de ajuste para esse experimento (use os resultados

0,39 e 96 como parametros)?
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8.5. Caracterizacao da funcao exponencial

As fungdes exponenciais sdo, assim como as fungdes afim e quadratica,
modelos matematicos que possuem caracterizagdo. Ja vimos que a fungdo afim,
possui taxa de variagdo constante, que a fungdo quadratica possui a segunda taxa
de variagdao constante (quando as abscissas estdo em P.A) e agora vamos ver o que
caracteriza uma fungdo exponencial.

Acompanhe o seguinte exemplo de aplicacao.

Exemplo: Escherichia coli € o nome de uma bactéria que habita o intestino de
animais endotérmicos, cuja presencga pode indicar aspectos relativos a qualidade da
agua e de alimentos. A E. coli também pode provocar doencas, como infeccoes

urindrias, diarreia e a colite hemorragica e sindrome hemolitico-urémica.
Fonte: (ARAGUAIA, 2019)

Essa bactéria tem por caracteristica a biparticdo, ou seja, cada bactéria se
divide em duas dando origem a primeira geragdo, e cada bactéria da primeira
geragdo sofre biparticdo, dando origem a segunda geragdo, e assim
sucessivamente.

Quadro das geracgdes e valores:

x y ﬂ 32 geragdo
(geragio) | (quant.de bactérias) Ax 2% geragio .:E:i:.
0 1 - :
12 geragao
2 2 a-1_ 3
2-0 2
16—4
4 16 -6
4—2
64—16
6 64 — 24
6—4
256—64
8 256 - 96
8—6
1024—-256
10 1024 — 384
10—8

A tabela foi construida propositalmente com os termos de x em progressado
aritmética (P.A), vislumbrando algum padrdo na taxa de variagcdo. Percebe-se que
a primeira taxa de variacdo ndo é igual e que a segunda taxa de variagdo também
ndo sera (verifique!). Entretanto, é possivel observar um padrdo entre os valores
da primeira taxa de variagdo e os valores de y (1, 4, 16, 64, 256, 1024, ...), ambos
formam uma progressdo geométrica (P.G) de razdo 4. Isso ndo é por acaso, veja a
seguir.
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Seja (x4, X2, X3... ) uma P.A de razdor em que X; —X; = X3 — X3 = Xp41 —

x, = 1. As imagens de uma fungdo na forma f(x) = f,.a* formam uma P.G de razdo

a”, pois: el
[ _ foa® | otas N SATBA TMATSE
) = fo.a*1 = = De forma similar, demonstra-se que, se os
Fx)  fo-a¥s a(x3ixz) o t;rmos z[e~x estaoﬁem'G’.}l eos teﬂnos'd'ehyestao em
Foe) —fo.axz = — .G, entdo a primeira taxa de variacdo também

estard em P.G (inclusive de mesma razdo). Porém,
como sdo equivalentes, é mais prdtico e imediato

f(Xne1)  fo-a™nt? =

N i -
= = g Gns1—%n) — g7 verificar apenas se os termos de y estdo em P.G.
Xn 0. a*n

4

Essa demonstracdao comprova em parte, o seguinte teorema.

Teorema 8.5.1 (Caracterizacdo das fungdes exponenciais): Uma fungao
(crescente ou decrescente) f: R —» R, transforma toda progressdo aritmética
(xq,%5, X3,... ) de razdo r numa progressdo geométrica (f(x1), f(x3), f(x3)..)de

razdo q se, e somente se, essa fungdo for da forma f(x) = fy.a*, com fy = f(0) e

_ "f(xn+1) — %

a = —tl D

fn)

Como aplicagdo desse teorema, retomaremos o exemplo da quantidade de
bactérias Escherichia coli.

A P.A (O, 2,4,6,8, 10, ...) possui razaor = 2 e observando a P.G (1, 4, 16,
64, 256, 1024, ...) da tabela, temos:
fo=r(0)=1,

i/f;f?;) f‘z = fld = foo® = fld= 12* S [[Th=27]

Faca os testes dos valores da tabela com essa fungdo e comprove!
Para demonstrar a suficiéncia desse teorema, precisamos de outro teorema
que esta a seguir.

Teorema 8.5.2: Seja uma funcdo f:R — R* crescente ou decrescente. As
seguintes afirmacdes sao equivalentes:

1- f(nx) =f(x)", vnE€Zev xER,;

2- f(x) =a*, vx €E Rondea = f(1);

3-flx+y) =f).fO), vx,y ER

Demonstracao: Provaremos que 1 implica em 2, que 2 implica em 3 e 3
implica em 1.



A hipdtese 1, acarreta que para todo nimero racional r = n (m,n € 7Z), tem-
se f(rx) = f(x)". Com efeito, m=n.r e f(rx)" = f(nrx) = f(mx) = f(x)™, logo
f@x) =fEOn =FQT

Pondo f(1) =a, temos: f(r)=f(@r.1) =f(A)" " =a"(Vr € Q).

Agora, para fixar as ideias, suponhamos que f seja crescente, e que por
absurdo, tenhamos para x E R, f(x) # a*. Se f(x) < a¥*, entdo existe em R* um
a” (r € Q) tal que f(x) <a” <a*, ou seja, f(x) < f(r) <a*. Como f é crescente,
conclui-se que x <r . Entretanto, a"<a*, o que implica em r<x e uma
contradicdo. Provando que a hipdtese 1 implica em 2.

Por conseguinte, f(x +y) = a**Y =a*.a” = f(x).f(¥).

O que prova que a hipdétese 2 implica em 3.
nvezes nvezes

Por fim, f(nx) = f(x +Fx + x+...%) = F(). L) f(0)....f(x) = FO™.

Demonstrando todas as implicagdes.

Agora sim, podemos demonstrar a suficiéncia do teorema 8.5.1.

Fazendo fy, = f(0). A fungéo g: R — R, definida por g(x) = f(x)/f,, € mondtona
injetiva (crescente ou decrescente), transformando progressdes aritméticas em
progressdes geométricas sendo g(0) = 1. Dado x € R, a sequéncia (x, 0, —x) é uma
progressdo aritmética de razdor = —x e (gx), 1, g(—x)) é uma progressao
geométrica de razdo g(—x). Portanto, g(—x) = 1/g(—x).

Sejam agoran € N e x € R. A sequéncia (0, x, 2x, ..., nx) € uma progressdo
aritmética, logo (1, g(x), g(2x), ..., g(nx)) é uma progressdo geométrica cuja
razdo é g(x). Entdo, seu (n + 1)-ésimo termo é g(nx) = g(x)". Se —n é um termo
negativo, entdo g(-—nx)=1/g(nx) = 1/g(x)™ = g(x)~™ . Portanto, vale g(nx) =
g(x)™ para qualquer n € Z e x € R. Assim, pelo teorema 8.5.2, concluimos que para
a=g(1) = f(1)/ f(0), tem-se g(x) = a*, ou seja, f(x) = fo.a™.

A caracterizagao do teorema 8.5.1 requer abscissas em P.A. Caso nao estejam,
basta aplicar a definicdo em todos os pontos

|f(xn) = fo.axﬂ|e|f(xn_1) = fo-axrrll

E verificar se

f{ix”)) = aixn = |a= o l%")) é constante.
n—1 not n-1

20 exemplo: Seja a fungdo exponencial f(x) = 7.3* e a P.A (0,3,6,9,12,...),
substituindo os termos da P.A na fungdo, temos:
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f0)=73"=7<f f(9) = 7.3° = 137781

f(3) =7.3* =189 f(12) = 7.31% = 3720087

f(6) = 7.3> = 5103

A sequéncia (7, 189, 5103, 137781, 3720087,...) € uma progressdo geomeétrica (P.G)

189
de razio == 27.Vé-se imediatamente que: fy = f(0) =7ea = T\/_ =%27 =13,

32 exemplo: Os dados e o gréfico a seguir a seguir mostram as razdes do teor

de agua das folhas de Hyptis suaveolens para as temperaturas e velocidades do ar
estudadas em fungao do tempo. Nota-se que o tempo de secagem das folhas
decresce com o aumento da temperatura do ar, e que o processo de secagem
ocorreu de maneira similar para ambas as velocidades de ar estudadas.

X y 10 ; e 35°C-1ms’
~ = 09 ool g
(tempo (razao do teor de T e . §2§}$§
7 C ) 4 35°C-2ms’
horas) agua) S or{w & " 45°C-2ms’
0 0o S e w ®m 55°C-2ms’
% v L2 o
4 g 05 '_‘ )
3 0,1125 & ox LN
4 a o Vo =
o a
6 0,0140625 ® 03 v .
ﬁ 02 v LN
9 0,001757813 i R o
: EQ‘. a
0,0 v "% o mo o L o -
0 3 6 9 12 15 18 21 24 ar
Tempo (horas)

Imagem da fonte

Fonte adaptada: (ALVES, RESENDE, et al., 2017)

Calcule a fungdo de ajuste para esse experimento.

Solugao: Uma vez que os valores de x estio em P.A (de razdo r = 3), vamos
verificar se os valores de y estdo em P.G
0,1125 0,0140625 0,001757813
—55 = WS e 0,125 TR 6175,
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% 5 1
E uma P.G de razao g = 0,125, entdo a base é a = /0,125 =0,5 ou E

Como fo = f(0) = 0,9 afungio é f(x) = fy.a*=|f(x) = 0,9. (%)x

0
Fazendo os testes: f(0) = 0,9. (%) =09.1=1 Ok!
1 8
f(3)=09.(3) =09.0,125=10,1125 Ok!
1 6
£(6) = 0,9.(5) =0,9.0,015625 = 0,0140625 Ok!

9
£(9) = 0,9.(%) =0,9.0,001953125 = 0,001757813 OKk!



NOCOES ELEMENTARES

4° exemplo: Depreciagdo ou desvalorizagdo corresponde ao encargo periddico
que determinados bens sofrem, por uso, obsolescéncia ou desgaste natural. Uma
maquina agricola possui taxa de depreciagdo de 10% ao ano. Sua nota fiscal de
compra esta datada do ano de 2019 no valor de R$ 120.000,00.
a) Quanto custara essa maquina em 20227?

Solugéo: Em 2020 seu valor sera:
10% de 120.000,00 = 12.000,00 d
120.000,00 — 12.000,00 = 108.000,00
Em 2021 seu valor sera: Em 2022 seu valor sera:
10% de 108.000,00 = 10.800,00 E> 10% de 97.200,00 = 9.720,00
108.000,00 — 10.800,00 = 97.200,00 97.200,00 — 9.720,00 =

Tabulando as informacdes:

X (ano) 0 1 2 3
Yy (valor) 120.000,00 108.000,00 97.200,00 87.480,00

Podemos observar que os valores de y estao em P.G de razao
108.000 97.200
120.000 108.000
Logo, a fun¢ao exponencial é
f(x) = fo.a* =] f(x) = 120000.(0,9)*}|

De uma forma geral, para uma taxa de depreciacao i e tempo x, temos sempre

IfG) = fo-(1—D)*]

= 0,9.

b)Em quanto tempo seu valor atingird a metade do valor de compra?
Solugao:

f(x) = 120000.(0,9)* = 60000 = 120000.(0,9)* =
60000

— x — x
120000 120000.(0,9)* = |0,5 = (0,9)*|.
Utilizando uma calculadora encontramos: (0,9)° = 0,53 e (0,9)” =0,47. O que

significa que x esta entre 6 e 7 anos e o tempo entre: 2019 + 6 =2025e 2019+ 7 =

2026.
Resposta: entre 2025 e 2026. Vator (RS)
120.000,00
Veja o grafico valor X tempo ao lado:
0 Tempo (anos)
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[ EXERCICIOS 8.4 I

X
1)Seja a fungdo exponencial f(x) = 2(%) e a P.A (-4,-2,0,2,4,...), substitua

os termos da P.A na fungao e encontre a P.G gerada.

2)Com base nos dados das tabelas a seguir, encontre a fungdao exponencial que
se enquadra em cada item e esboce o gréfico:

a) X 1 2 3 4

y 6 1,2 0,24 0,048
b) X 0 2 5 8

y 4 100 12500 | 1562500

3) Um trabalho foi realizado com o objetivo de estudar o crescimento em
diametro, volume comercial, fator de forma comercial e incremento corrente anual
do volume comercial em porcentagem (ICA%) para duas arvores dominantes de
canelapreta (Nectandra megapotamica), em uma Floresta Estacional Decidual,
localizada no municipio de Santa Maria na depressdao central do Estado do Rio
Grande do Sul. Considere que os dados a seguir refere-se a uma das arvores:

x (tempo em anos) 0 20 40 60
y (didmetro em cm) 0 5 25 ?

Fonte adaptada: (TONINI, FINGER e SCHNEIDER, 2003)
Qual o diametro em cm dessa arvore em 60 anos?

4)Um teste de campo foi desenvolvido em Dourados, Estado do Mato Grosso
do Sul, e teve como objetivo avaliar as caracteristicas de infiltracdo de agua no solo
em trés diferentes sistemas de cultivo: pastagem (Sistema A); aveia cultivada sob
o sistema de plantio direto (Sistema B); e pastagem continua (Sistema C).
Considere os dados observados no sistema A:
Tempo (min) 0 10 30 50
Taxa de infiltragdo (mm h™1)| 100 40 6,4 1,024
Fonte adaptada: (PANACHUKI, SOBRINHO, et al., 2006)
Calcule a fungdo exponencial que se ajusta aos testes, sabendo que ela é da

forma f(x) = fo.a%.

5)O Brasil estd entre os 3 maiores produtores de soja no mundo, e é o pais
que apresenta o maior potencial de expandir as areas cultivadas, podendo aumentar
exponencialmente a producgéao.

Considerando os dados aproximados da producgao de soja do Brasil por ano, da
tabela a seguir.
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Ano
Producao em milhdes de toneladas

1970 1980 1990 2000
7,2 15,12 | 31,752 | 66,6792

Fonte adaptada: (DALL'’AGNOL, 2017)
a)Qual a fungdo exponencial que se ajusta aos dados?

b)Quais as estimativas para 2010 e 20207

6)A produgdo de graos de uma determinada regido tem sido crescente. Os
dados da tabela a seguir mostram a producdo anual em milhdes de toneladas.
Ano
Producdo em milhdes de toneladas

2018 2019 2020
1,3 23,4 ?

a) Quais as projegdes para 2020 supondo um crescimento linear?
b) Quais as projegoes para 2020 supondo um crescimento exponencial?
7) Considere a depreciagcdo de um veiculo em torno de 20% ao ano. Se seu
valor de compra foi de R$ 50.000,00.
a)Quanto custara daqui a 5 anos?

b)Em quanto tempo ele custard R$ 5.000,007?

8)Supondo que a produgdo de soja de uma determinada regido gira em torno
de 5 mil toneladas e cresce exponencial a taxa de 10% ao ano.
a)Quanto serd a producgdo apds 4 anos?

b)Em quanto tempo essa producgdo terd seu valor dobrado?

8.6. Grafico da funcao exponencial no geogebra

No campo de entrada do aplicativo digite a fungdao usando “~” para representar

o expoente da poténcia. Exemplo: 3.2*¥ se escreve assim: 3*2”~x. Em seguida, o
aplicativo mostrara o grafico da fungao:

¢ GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DR RS cIEPANEIE

» Janelade Algebra X
o f:y=3.2%

» Janela de Visualizacdo

[
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9. FUNCAO LOGARITMICA
9.1. Logaritmo

A palavra "logaritmo" tem origem grega, onde "logos" significa razao e "aritmo"
significa nimero. Foi inicialmente desenvolvida por John Napier (1550-1617) e
aperfeicoada por Henry Briggs (1561-1630). Os logaritmos possuem varias
aplicagcdes na Fisica, como na escala logaritmica que mede a intensidade de sons
em decibéis, na Quimica para o calculo do pH (potencial hidrogenidnico), na
Geologia para a medicdo de abalos sismicos, entre outras ciéncias, incluindo as
ciéncias agrarias. Sua aplicacdo é relevante em situacgdes que envolvem numeros
elevados ou muito pequenos, pois permite transformar produtos em soma e
quocientes em diferenca, o que facilita os calculos, a interpretacdo e a construcédo
de graficos.

Definicdo 9.1.1: Chama-se logaritmo de b na base a o expoente ao qual se

deve elevar a base a para obter o niumero b. Simbolicamente, escreve-se:

logah =x < a*=0b

Em que a é denominada de base, b de logaritmando e x, é o proprio
logaritmo (resultado).

Para que o logaritmo dessa definicdo exista é preciso que 0 <a+#1,b>0e
a, b € R. Essas condicionantes estdo interligadas com a existéncia da funcdo
exponencial (ver os comentarios da definicdo 8.2.1).

Exemplos imediatos:

e log,8 = 3 (o logaritmo de 8 na base 2 é 3), pois 2% =8.

. log3 9 = 2 (o logaritmo de 9 na base 3 é 2), pois 32 =09.
e log,,1 = 0 (o logaritmo de 1 na base 10 € 0), pois 100 =1.

1
Z.j

[
N
Iy
[
[N

1 1 1
o log,,7 = 2 (o logaritmo de 49 na base 7 é P ), pois 492 =7

Exemplos resolvidos:



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CON'I‘EX'I‘UALIZA(;;\O - MODELAGEM - TECNOLOGIA

1° exemplo: Calcule usando a definicdo os seguintes logaritmos.
a) log,27

Solugfio: logs 27 =z = PP =27 S{F =3 =3 =3° = r=3= ng'
b) log1V2
7
s 7 :
Solacao! logy VB= & = (Z) = = A YW=2T = 4%=37 =
T
. ) 1 = 11 1
2\—x _ 95 H—2x _g5 = 4 = — :L ] )
(22)- _2:2\ —g2 - i = = x _2:>x 2._2=>x at
¢) logg,516
1 x
Solucio: logg o516 = x = (0,25)*=16 = (Z) -16 =
AT =4t o> —x=2 > [x=-2]
4[125
d) logs |%7
Z
4 53 5%
B 4[125 _ /12
Solucdo: log% 64 (4) (4) _3 = (4) _%

)W

@)2@1 ®-Q -[=

2° exemplo: Calcule o valor de x, nos seguintes casos.

a)logrx =4
Solugédo: logrx = 4 = 2% =x :>.
b)logg5x =2

Solugéo: log;5x=2 = 52=5x = x:% = |x = 5]

c)log, 81=2
Solucdio: log 81 =2 = x?=81 = x=+V81 =[x=09]
X

Observacgio: Como x representa a base do logaritmo, e a base de um logaritmo precisa ser maior que 0 e diferente
de 1, considera-se apenas a solugdo positiva.
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d)logx =-3
Solugdo: Como a base esta omitida, temos o 10 na base (base decimal). Assim:
1 2
[oglox =-—-3=103%=x = x= = = U SAIBA MAIS!
10 Costuma-se omitir a base do

1 logaritmo quando ela é igual a 10
= —— = 0,001} 4 9 g
*= Too0 (base decimal).




NOCOES ELEMENTARES

EXERCICIOS 9.1 [

1) Utilizando a definigdo, calcule os logaritmos:

. 7
a) log, 256 e) log%625 i) logys 7
b)logz7 243 f) log 0,0001 pid
fo) , . 3
) logo,zs 1024 g . j) log 10V10
1 g)log1 V729 k) log.(log 100)
d) logs 75 3
h)logos V512
2) Calcule o valor de x, nos seguintes casos:
a) logox =3 c)log,,216 =3
b) logsgx =2 d)log(x+2)36 = 2

3) (U. E. LONDRINA) Supondo que exista, o logaritmo de a na base b é:
a)o numero ao qual se eleva a para se obter b.
b)o niumero ao qual se eleva b para se obter a.
c) a poténcia de base b e expoente a.
d)a poténcia de base a e expoente b.
e)a poténcia de base 10 e expoente a.

9.1.1. Consequéncias da Definicdo de Logaritmo

De acordo com a definicdo de logaritmo, podemos estabelecer que:
e |log,1=0|,paraa>0ea # 1. [ Se o logaritmando for igual a 1, o logaritmo sera zero. ]

Pois: a% = 1.

e [logga=1|,paraa>0ea # 1.

Uma vez que: al =a.

Se o logaritmando e a base forem iguais, o logaritmo
sera 1.

e [log,a™=n]|,paraa>0,a #1len €R. Se o llogaritmando for uma poténci? de
base igual a base do logaritmo, entdo o

Por definigdo: a™ = a*, o que implica em x = n.| resultado serd o expoente da poténcia.

o Ilogab=logac (=>b=c|,paraa>0,b>0,c>0€ a + 1.

Fazendo: loggab =x e logac=x,temos: a*=bea*=c & b=c.

[ Dois logaritmos de mesma base sdo iguais, quando seus logaritmandos sdo também iguais. ]

o ,paraa>0,b>Oe a + 1.

Sendo log, b = x = a* = b, substituindo o x, temos: al°9a? = p.

Se o expoente de uma poténcia for um logaritmo de mesma base dessa poténcia, entao essa
poténcia tem como resultado o logaritmando.
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9.1.2. Propriedades dos Logaritmos

Paratodoa>0,b>0,c>0ea #1, temos:

13 propriedade (P1): logaritmo do produto.

log,(by.by.bs....b,) =log, by + log, by, + logy bz + ...+ log, b,

Demonstracao: Fazendo
log, by = x1, logga b, = x5, log, b3 = x3,...,log, b, = x,,
e usando definicdo, temos
a*t = b, a*2 = b,, a*3 = b;,... ,a*" = b,.
Substituindo em log,(b,.b,.bs....b,,), encontramos
log,(a*t.a*2.a*3 ... a*n) = log,(a*r1t*2txst -Xny = x, + x, + x5+ ... x,
log, b, + log, b, +log, bz + ...+ log, by,.

Exemplos:

o log,8=1log,2.22=log,2+1log,2+1log,2=1+1+ 1=3.

e log6 = log2.3=1log2+log3.

23 propriedade(P2): logaritmo do quociente.

b
log, (;) =logyb— log,c

Demonstracao:
Fazendo log,b = x; e log,c = x, e usando a definicdo, temos: a** =b e

a*z = c. Substituindo em: log, (g), encontramos

a*t
log, (E) =log,a* ™2 =x; —x, =logyab — log, c
by.by.bs... )
€162 G B
log, by + logabs + logabs + ...+ loga b, — (log,cy +loggco + loggcs+ ...+ log, cm)

De uma maneira geral: loga(

Basta aplicar a 12 e a 22 propriedade simultaneamente.
Exemplos:

e log,5= logz% = log, 10 — log, 2

. l0g24;2 =log, 4+ log, 12 — log, 9

33 propriedade(P3): logaritmo da poténcia.

log,b™ =n.log, b

| 298



Demonstracao:

Fazendo log,b" =x e log,b =y, temos que: (1) e (2).

Elevando a n ambos os membros de (2), obtemos: (a¥)™ = b™. Substituindo em

(1), encontramos

(@)= a* =2 x=y.n = |logab”=n.logab

, com n € R.

Exemplo:
o log,49 = log,7* = 2.log,7 = 2.1 = 2.

~——
1

As propriedades de transformar produtos
em soma e divisdo em subtracdo, além de nos
fornecer técnicas Uteis para o desenvolvimento
e calculo de logaritmos, foram as principais
motivacdes para a introducdao dos logaritmos
nos estudos cientificos. Veja nos exemplos a

seguir a aplicacdo dessa técnica.

A
\) SAIBA MAIS!

Representa-se o produto de um
nimero x por um logaritmo log, b ,
usando o x antes do logaritmo: x .log, b.
A fim de evitar confusdes comlog, b .x
(fogaritmo de b. x na base a,).

4

1° exemplo: Sabendo que log2 =a e log3 = b, calcule:

a) log 6

Solugdo: log6 = log2.3 = log2 + log3 =a+ b.

a b
b) log 48

Solugdo: log48

a b
c) log5
- 10
Solugao: logT = log10 —log?2 =1—a.
d a

d)log 60

log2*.3 = 4.log2 + log3 =4a+b.

Solugéo: log60 = log2.3.10 = log2 + log3 + logl0 =a+ b+ 1.
a b

1

Analise esses exemplos e perceba que, devido a inexisténcia de propriedades
para soma e subtracdo, optou-se por relacionar os niumeros utilizando as operacdes

de multiplicagao, divisao e potenciacgao.

22 exemplo: Sendo logz;a = 7 e logs b = 2, calcule:

4
lo a_
2) t0ga g3

4

Solugéo: log39a? = log, a* - log, 9.p° = 4.log.,a - log., 32 - log3b3 =

4

4.log,a — 2.log,3 - 3.log,b = 4.7~ 2.1-32=28-2—6=20.

1 2
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4 2 4,3 2_3
- a4b a5.b5 a5 7.b5 " 7
Solugdo: l0gs; /== = log,—5——3 3 = logs 3 =
,/27a 37.a 7. b7 37
4.7+3.5 2.7-3.5 28+15 14—15 43 -1
a 35 .b 35 a 35 .b 35 a35. b35
logs————F3—— =logs———73 = log;——35 — =
37 37 37
7
43 -1 3 43 —— 1 3
logsa3s + logs b35 - log337 = 35 log,a - 3 log, b - e logs 3 =
2 1
43 1 3 43 2 3 43.7-2-3.5 301-2—15 284
—.7--.2-S=—-— - - = = = |==|
35 35 7 5 35 7 35 35 35

3° exemplo: Usando os valores aproximados de log2 = 0,30, log3 = 0,47 e
log7 = 0,85, resolva as seguintes equacgdes:
a) 10* = 20

Solugdo: Usando a defini¢do |log, b =log,c < b =c|, para a>0,b>0,c >

Oe a # 1, podemos “logaritmar” ambos os membros de qualquer equagdao. Como as
informagdes a serem usadas estdo na base 10, o logaritmo a ser usado deve ser o decimal.

10* = 20 = log10* =log 20 = x log 10 =1log2.10 =
1
x=1log2+1log1l0 >x=03+1 = .

0,3 1
1013 = 19,952. 4—/—| Use uma calculadora cientifica para confirmar o resultado.

b)210%2*=5
Solugdo: Observe que ndo é possivel reduzir os membros a mesma base, assim

vamos “logaritmar” ambos os membros:
210%2* = 5 = log210%* = log 5 = 2x.log3.7.10 = loglz—O =
2x.(log3+log7 + log10) =1log10 - log2 = 2x.(047+085+1)=1-0,3 =
2x.2,32 = 0,7 = x.464 =07 = x= 3 =[x=0,15]
4° exemplo: (UCSAL) Se 12*+1 = 37*+1 8, entdo log,n € igual a:

a)-2 b)-1 o)1/2 d)1 e)2

Solugdo: Desenvolvendo (3.22)"+1 = 3n+1, 23 = 3n+l p2n+2 — 3n+l 23 -

R2NM+2 =23 52 42=3 =|n=

N[

log2n=1092%= x = 2X= % = 2= 271 =[x = —1](letrab).
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EXERCICIOS 9.2 |

1) Sabendo que log2 = a, log3 = b e log7 = c, calcule:

a) log 60
b) log 42

c) log 35
d) log V105

2) Sendo logsa = 3 e logsb = 2, calcule:

a3
) 10g5 3557

5
a3.b

b)log g s——=
J125.a* b?

3) Usando os valores aproximados de log2 = 0,30, log3 = 0,47 e log7 = 0,85,

resolva as seguintes equacoes:

a) 5% = 42
b) 7% = 15

¢) 10%* = 49
d) 62 = 98

4) (PUC) Assinale a propriedade valida sempre:

a) log (a.b) = loga.loghb

b) log (a + b) = loga + log b

c)logm.a = m.loga
d) loga™ = logm.a

e)loga™ = m.loga

5) (CESGRANRIO) As indicagoes R; e R,, na escala Ritcher, de dois terremotos

estdo relacionadas pela férmula R, — R, = log(M,/M,), onde M; e M, medem a

energia liberada pelos terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela

crosta terrestre. Houve dois terremotos: um correspondente a R{ = 8 e outro

correspondente a R, = 6.

Entdo, a razao M,/M, vale:

a) 100
b) 2
c) 4/3
d) 10
e)1l

\B SAIBA MAIS!

A escala Rjchter foi
desenvolvida  por (harles
Richter e B. Gutembery, com
v _ intuito de medir a magnitude
[ Chartes FrageidRitcher de terremotos.

Aferida para medir de 0 a 9 graus, a escala
logaritmica utiliza a seguinte formula:
M = log A- log A’
Onde M é a magnitude, A a amplitude
maxima e A’ a amplitude de referéncia.

Fonte: (FRANCISCO, 2019) 7
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9.1.3. Mudanca de Base

E possivel mudar a base de um logaritmo para outra base conveniente. Vamos
demonstrar o processo.

Para mudar a base a do logaritmo abaixo para a base c:

logab = x = a* = b, logaritmando ambos os membros com base ¢, temos:

logeb log.b

=|loga b = Tog.al

logc.a*=log.b = x

- logca

O processo acima mostra que, para mudar de base, basta transformar o
logaritmo em equacao exponencial e, em seguida, “logaritmar” a equagcao na base
desejada. Ou, se preferir, pode-se utilizar a formula demonstrada:

logcb
logg b = Yc a>0,b>0,c>0,

logca a+lec #1

Se o desejo for trocar o logaritmando pela base, usamos:

1
logg b Tog,a
Demonstragdo: Basta fazer ¢ = b na férmula anterior.
Exemplos:
. logz 27
e log, 27, mudando para a base 3, fica: log, 27 = log_z'
3

e logs7, vamos inverter o logaritmando pela base: logs 7 =

log75 "~
Outros exemplos:
1° exemplo: Usando os valores aproximados de log?2 = 0,30, log3 = 0,47 e
log 7 = 0,85. Calcule:
a) logs 21

Solucgdo: Mudando logs 21 para a base 10 (é a base pela qual temos informacdes):
log21 log3.7 log3+ log7 047+0,85 1,32

i T og0 loglo— logz 1-03 07 1,89.
e
b)log,415
Solug&o: Mudando log,,4 15 para a base 10.

10
; 15_long_logB.S_logB+ log5 047+ (log=~)

091422 = 75914 log2.7 log2+ log7 0,3+ 0,85

1 0,3
0,47 + (log 10 — log2) 0,47+ (0,7) 1,17 _
fogrs 15— s — e = LT
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29 exemplo: Determine o valor da expressdo: log,, 125 . logs 121.
Solugdo: Em expressdes como essa é preciso mudar as bases para uma sé.

Escolhendo a base 11, temos

mudar p/base 11

— log,, 121 log,q 112
l 125. I 121 =1 125. ——=1 5% —/—————
0911 0gs 0911 l0g11 5 0911 10g11 5
1
. 2. log.111
3.(lo6g14.5).———=3.2 =6.
(log14.5) 16145
De outra forma (escolhendo a base 5), dispomos de
logs 125
10911 125 .lOgS 121 = m.l0g5 121 =
1
logs 58 logs 5
—.1 112 =3.——=—.2.(l6gs11) = 3.2 = 6.
logs 11 095 logs-1l (logs-11)

3° exemplo: Simplifique a express&o: logg b. logca. loggc. loge d
Solugao: Escolhendo a base a para mudancga, encontramos
1
logga loggc loged loggb
“logg c loyg;d logee logge

log, b =log.b.

| EXERCICIOS 9.3 [|

1) Usando os valores aproximados de log2 = 0,30, log3 = 0,47 e log7 = 0,85.
Calcule:
a) log., 84 b) log,1 5 c)loge 15

2) Determine o valor da expresséo: log,s169.log,3 49.
3) Se log, b = 2, qual o valor de log3\/za2?

4) Se logz93 = a e logz05 = b, qual o valor de log527?

5) (UFRGS) Sabendo que loga =L e logb = M, entdo o logaritmo de a na base

a)L+M bYL-M ) L.M d)% e)%

6) (FEI — SP) Considere a>1 e a expressdo x = log,za + log, a?. Ent3o, o

valor de x é:

a)2 b)3/2 €)5/2 d)2/5 e)l
7) (ITA — SP) Dados log2 = a e log3 = b, entdo log, 20 é igual a:
b a 1+a d b b
a) 1+2a ) 1+b ©) 2b ) 2a e) a
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8) (ENEM) A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como MMS e
denotada como M, ) introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori,
substitui a escala de Richter para medir a magnitude dos terremotos em termos de
energia liberada. Menos conhecida pelo publico, a MMS é, no entanto, a escala
usada para estimar as magnitudes de todos os grandes terremotos da atualidade.

Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala logaritmica M,, e M, se
relacionam pela férmula: M, = —10,7 + %/og (M,). Onde M, € o momento sismico
(usualmente estimado a partir dos registros de movimento da superficie, através
dos sismogramas), cuja unidade é o dina - cm. O terremoto de Kobe, acontecido no
dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos terremotos que causaram maior impacto no

Japao e na comunidade cientifica internacional. Teve magnitude M,, = 7,3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Earthquakes.

Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado).
U.S. GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy.
Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado).

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos
Mateméaticos, qual foi o momento sismico M, do terremoto de Kobe (dina - cm)?
a) 10—5,10 b) 10—0,73 C) 1012,00 d) 1021,65 e) 1027,00

9.1.4. Calculo de logaritmo utilizando calculadora cientifica

O botdo disponivel para o calculo de logaritmos é o “log”, que calcula o
logaritmo na base 10. Como exemplo, tecle em “log”, em seguida digite 100" e
tecle em “=". O visor mostrara o resultado 2 (conforme figura 9.1.4.1).

Para logaritmos com base diferente de 10, devemos utilizar a propriedade de
mudancga de base. Para calcular log, 3, por exemplo, devemos dividir log 3 pelo
log 2, conforme figura 9.1.4.2.

Para logaritmos naturais (que veremos adiante), tecle no botdo “In” e em

seguida digite “10”, para o calculo do In10, por exemplo. Ver figura 9.1.4.3.

{ecfoal (T T L]
{7 ] ts [to JoeL [iac)

Figura 9.1.4.1 Figura 9.1.4.2 Figura 9.1.4.3
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9.2. Equacao Logaritmica

Equacdo logaritmica é toda equacdo cuja incdégnita estd no logaritmando, na
base ou em ambos. Todas as solugdes encontradas neste tipo de equagao devem
ser testadas na equacgdo original a fim de verificar as condigdes de existéncia. Por

exemplo, para loga b, devemos verificar se a >0, a# 1 e b > 0. As solucBdes que

nao satisfazem essas condigdes devem ser descartadas.

Exemplo: Resolva as equacdes.

a) lOg(x_z) 25 =2
Solugao: Aplicando a definicao
(x—2)2=25 = x—2=4V25 = x—2 =45 =

x=45+2 :{;‘:jgizzj e

Devemos substituir na equagdo original para verificar a condigdo de existéncia.
Parax = 7 = logw-2)25=2=logs25=2 ok!

Parax = —3 = log-3-2)25 =2 =log _5 25 =2 descartada! Base negativa.

base

S ={7}.

b) logs(5.3* — 6) = 2x
Solugao: Aplicando a definicao
3%*=53"—6= (3x)2 —5.3% + 6=0 (equacdo exponencial 22 tipo).

Usando uma incégnita auxiliar y = 3%, temos

y2—5y +6=0 (a = 1,b = —=5ec = 6)

A= b?— 4ac= (-5)2— 416 = 25-24 = [A = 1
, 6

_ —b*xVA  —(—5)*V1 5+1 ¥ =373

Y= "2a * 21 2 ), 4 _

Paray= 3 =y=3* =23=3% = [x=1]
Paray = 2 = y=3%¥ = 2 = 3* = log;2 = log;3* = [x =log; 2]

Substituindo na equag¢do original para verificar a condi¢do de existéncia,

encontramos:
Parax = 1 = log;(5.3' — 6) = 2.1 ok!

Parax = logs2 = logs(5.3'°932 —6) =2.log;2 = log;(5.2—6) = 2.logs 2. ok!
S ={1, log;s 2}.
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c)log,(x —2)+ log,(x+3) =4
Solugao: Aplicando a propriedade do produto, temos
log,(x —2).(x +4) =4.
Aplicando a definicao:

(x—2).(x+4)=4% = x*+4x—2x—8=16 =

X2 4+2x—24=0 = {:,,:4_6 .
Parax =4 = log,(4 — 2).(4 + 4) ok!
negativo
Parax = —6 :logz(/—~6T2). Descartada!
Portanto, S = {4}.
[ EXERCICIOS 9.4 [
1) Resolva as equacgdes logaritmicas:
a)logs(x—3)=1 e)2logz x+ 3logax =7
b)logs(3x+4) = 2 f) logx—1(2x—3) = 2
c)logz(x* —4x+4) =2 g)logx(x +2) = logx(—x+6)
d)logi(x* +x) =—1 h)log7;(x? +8x —9) — log7(x—1) =1
2

2) (UFRGS) A solugdo da equacgdo log,(4—x) = log,(x+1)+1 estd no
intervalo:
a)[-2; -11 b)) (-1; 0] <¢)(0; 1] d) (1; 2] e)(2; 3]

3) (FGV 2003) A equacgéo log(x + 2) + log(x —2) = 1:
a)tem duas raizes opostas.
b)tem uma unica raiz irracional.
c) tem uma Unica raiz menor que 3.
d)tem uma Unica raiz maior que 7.
e)tem conjunto solugdo vazio.

4) (UFPA) As populagdes A e B de duas cidades sdao determinadas em milhares
de habitantes pelas fungdes: A(t) = log,(2 +t)5 e B(t) = log,(2t + 4)?, nas quais
a variavel t representa o tempo em anos. Essas cidades terdo o mesmo numero de
habitantes no ano t, que e igual a

a)6 b)8 «c¢)10 d)i12 e)14

5) (UEPB-PB) A Equacéo 3195%° — 9l0993% = 0 admite em R:
b)Uma unica raiz menor que 5
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c) Duas raizes diferentes
d)Duas raizes positivas
e)Uma Unica raiz maior que 5
f) Duas raizes maiores que 4

6) Considere a depreciacdo de um trator agricola em torno de 20%. Se seu
valor de compra foi de R$ 180.000,00, em quantos anos custard a metade? Use
log 2 = 0,30.

7) O crescimento de uma plantagdo é dado pela fungdo h(t) = logzsx, onde

h(t) é altura em metros e x é dado em meses.
a)Qual a altura dessa plantagdo em 2 meses e 24 dias?
b)Em quanto tempo a altura dessa plantagdo chegara a 2 metros?

8) A producgao de graos de uma determinada regidao tem como fungao de ajuste
e proximidade, a fungdo p(t) = log;,(900t), onde p(t) é produgdo em milhdes de
toneladas e t é dado em meses. Use log2 = 0,30 e log3 = 0,5.
a)Qual a produgdo no 1° més?
b)Qual a produgd@o no 2° més?
c) Em quanto tempo essa producgdo chegara a 4 milhdes de toneladas?

9) Um bidlogo ao estudar uma determinada espécie de arvore, modelou seu
crescimento com a relagdo h(t) = 1+ 2.log;(t — 3), onde t representa o tempo em
meses e h(t) é altura em metros.

a)Qual o dominio dessa fungao?

b)E possivel calcular o tamanho da arvore para t = 2?
c) Obtenha a altura da arvore em 2 anos e 6 meses.
d)Em quanto tempo terd 9 metros?

10) (ENEM) Um jardineiro cultiva plantas ornamentais e as coloca a venda
quando estas atingem 30 centimetros de altura.

Esse jardineiro estudou o crescimento de suas plantas, em fungao do tempo, e
deduziu uma férmula que calcula a altura em fungdo do tempo, a partir do momento
em que a planta brota do solo até o momento em que ela atinge sua altura maxima
de 40 centimetros. A formula é h = 5-log2 (t + 1), em que t é o tempo contado em
dia e h, a altura da planta em centimetro.

A partir do momento em que uma dessas plantas é colocada a venda, em
quanto tempo, em dia, ela alcangara sua altura maxima?

a)63 b)96 c)128 d)192 e)255
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9.3. Funcao Logaritmica

Definigcdo 9.3.1: A fungdo logaritmica é uma fungdo f: R*— R definida por

fx) =loggx (ouy=1logax ) = a”Y= x,coma >0ea # 1.
9.3.1. Grafico da funcdo logaritmica

Teorema 9.3.1.1: Seja uma fungdo logaritmica f: Rt*— R na forma f(x) =
logax (WVa>0ea+#1), sea>1afungdo é crescente, se 0 <a <1, a fungdo é
decrescente.

De fato,

* Sea>lex; >x, log,x, >log, x,, temos fungdo crescente.
e Seo<a<1ex >x,elog,x,<log, x,, temos fungéo decrescente.

Outra informagd@o importante é que o grafico nunca toca o eixo y e sempre
intersecta o eixo x no ponto 1 (veja os graficos a seguir). A demonstragdo desse
fato é similar a demonstracgdo feita para a funcdao exponencial na segdo 8.3.

e f(x) =log;x

log., x 5
X 3 y —
. f(x) =logsx
1
3 log, 3 —1 3 O graficointersecta o-eixo x no ponto 1.
1 log;1 0 i i e e i3
i I |
3 log,3 1 ! !
-1 0 : 1 2 I3 4 5 6 7 8 I9 10 11 12 13
9 log;9 2 1
-«——— O grafico nao toca no eixoy.
Fungdo crescente (a >1) -2
* f(x) =logix
2z
x ZOg%x y 3 f(z) = logix
4 log%él- ) > |\ O grafico nao toca o eizxo y.
4 109%2 -1 1r O grafico intersecta o eixo x no ponto 1.
1 log% 1 0 0 * s 6 7 8 9 10 11
1 1 Sl -4 :
- l - 1 |
2 °9173 :
I D SRR
Fungdo decrescente (0 < a < 1)
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9.3.2. Grafico da fungao Logaritmica X fungcdo Exponencial

A definigdo 5.6.1 diz que uma fungdo bijetiva g: B - A é ainversade f:A— B,
se f(x) =y e g(y) = x e vice-versa. Um exemplo classico de fungdes inversas, sdo
as fungdes: exponencial f:R —» R*, definida por y = a* e a, logaritmica g: R"> R,
definida por f(x) = logax (ou x = a”). Essas fungdes sdo inversas, uma vez que,
ao trocar x por y, a fungdo logaritmica se torna exponencial (e vice-versa). E,

consoante ao que ocorre com todas as fungdes inversas, seus graficos sdo

simétricos a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares). Veja dois exemplos a
seguir:
1 X
Vy=2*¥ey=log,x: 2)y=(§) ey=log1x
3

/7 -1

9.4. Grafico da funcao logaritmica no geogebra

Como exemplo vamos esbogar no software a fungdo f(x) = logsx + 5.

Digite no campo de entrada do aplicativo a expressao: “log(5, x+5)”
(Observagdo: a base e o logaritmando s3o separados por virgula dentro dos
parénteses). » Janela de Algebra X/ » Janela de Visualizagdo

® f(x) = logs(x+5) 6

O aplicativo exibira a fungao:
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EXERCICIOS 9.5

1) Construa o grafico das seguintes fungdes logaritmicas e de suas respectivas

fungoes inversas (exponenciais).
a) f(x) =logsx b)f(x) = lOg%x ©) f(x) =logz(x—3)

2) Se o gréfico abaixo é da f(x) = log, x, qual o valor de n?

1
ol 9
-1 0!
1
1
1
)

-

3) (PUC-RS) O grafico que melhor representa a fungado f definida por f(x) =
logy(x—6)é

y
a) by Y ) Y

d) e)
\ s
\\ /

4) (UER]) No recente acidente que atingiu rios da regido norte - noroeste
fluminense, o principal contaminante da agua foi a soda caustica (NaOH).

Considere que:
- a mortalidade observada em algumas espécies de peixes desses rios foi

diretamente relacionada a alteragées do seu equilibrio acido-basico;
- o pH do sangue dos peixes pode ser calculado pela férmula pH = 6,1 + log

([HCOS]/[H.COFD);
- na formula citada, [HCOf] refere-se a concentracdo molar de bicarbonato e

[H,COf], a de acido carbdnico.
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Observe os graficos, nos quais y representa medidas do pH de amostras de
agua e x, medidas de concentragdo de substancias encontradas em amostras de
sangue de peixes. As amostras de &gua e os peixes foram coletados,
simultaneamente, em diversas areas dos rios contaminados.

Quando x = [HCOf]/[H,COf], a variagdo de x em fungdo de y pode ser
representada pelo grafico de nimero:

y y y y

10 10 10 10

6 6 6 6
x X

I II III v

a)l b) II ) III d) 1Iv

5) (UFV) Considere as seguintes fungdes reais e os seguintes graficos:

I- f(x) = 2%

y y
II - f(x) = log(%)x a) b)
1 x
III - = (3
fe =(z) » Py
| T | T

IV - f(x) = log x

Fazendo a correspondéncia entre as y y
funcdes e os graficos, assinale, dentre as © d)
alternativas a seguir, a sequéncia
CORRETA: X «
a) I-A, 1I-B, III-C, IV-D i > | >

b) I-A, II-D, III-C, IV-B
) I-B, II-D, III-A, IV-C
d) I-C, 1I-B, III-A, IV-D
e) I-B, II-C, III-D, IV-A

6) (UERJ) Em uma experiéncia, mediram-se, em presenca do ar atmosférico,
0 consumo e a producgdo de oxigénio de uma planta em fungdo da luminosidade a
gue estava submetida.

A curva do grafico abaixo indica os resultados da medigdo:
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Identifique os dois pontos da curva que representam condigbes para o
crescimento dessa planta a partir do acimulo de reservas energética (consumo de

0,).

producdo de 0,

c intensidade luminosa

consumo de 0,

7) (UNESP) Numa plantacdo de certa espécie de 4&rvore, as medidas
aproximadas da altura e do didmetro do tronco, desde o instante em que as arvores
sdo plantadas ate completarem 10 anos, sdo dadas respectivamente pelas fungodes:

Altura: H(t) = 1+ 0,8-log,(t + 1), didametro do tronco: D(t) = (0,1).2;
Com H(t) e D(t) em metros e t em anos.
a) Determine as medidas aproximadas da altura, em metros, e do diametro
do tronco, em centimetros, das arvores no momento em que sdo plantadas.
b) A altura de uma arvore é 3,4 m. Determine o diametro aproximado do
tronco dessa arvore, em centimetros.

8) (CESGRANRIO) A velocidade dos computadores cresce de forma exponencial
e, por isso, dentro de alguns anos teremos uma evolugdo aceleradissima. Para o
inventor Ray Kurzweil, um computador de mil ddélares tem hoje a mesma
inteligéncia de um inseto. No futuro, ele se igualara a capacidade de um rato, de

um homem g, finalmente, de toda a humanidade.
Revista Superinteressante, ago. 2003 (adaptado).

Considerando as informacgdes -
capacidade de
apresentadas no grafico acima, que estima a | processamento
d
capacidade de processamento (por segundo) (por segun 0)38 1
10
de um computador (C) em fungao do ano (a),
de acordo com os dados do texto, pode-se »
afirmar que: 10
a) C = log,0(10a + 8) 10'8
b) C =log,o[(a — 1984)/2] 108
c)a = 1992 + log,oC l .
d) a = [(log1,€)/10] - 8 £ 8§ Eggg
~N ~N N ~N ~N

e)a = 1984 + log,o C*
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9) (UMP-SP) Se na figura temos os esbogos dos graficos das fungdes f(x) =
logzx e g(x) = ax®* + bx + c, entdo g(f(%)) é igual a:
a) 14
b) 15
c) 16
d) 17
e) 18

10) (VUNESP) A figura representa o grafico de y = logqq x.

Sabe-se que OA = BC . Entdo, pode- ;
se afirmar que: c
a) logeab=c P i
b)a+b = c ! 5
c) at = Adf-ceeoo i i
b = | X

4 a.b=c o /% bt
e) 10% + 102 = 10¢

11) (ENEM) Um engenheiro projetou um automédvel cujos vidros das portas
dianteiras foram desenhados de forma que suas bordas superiores fossem
representadas pela curva de equagdo y = log x, conforme a figura a seguir.

A forma do vidro foi concebida de modo que o eixo x sempre divida ao meio a
altura h do vidro e a base do vidro seja paralela ao eixo x. Obedecendo a essas
condigcBes, o engenheiro determinou uma expressdo que fornece a altura h do
vidro em fungao da medida n de sua base, em metros.

A expressdo algébrica que determina a altura do vidro é

n+V/nZ+4\ n—Vn2+4 y(m)
( 2 ) tog ( 2 )

a) log
b) log (1 + %) —log (1 — %) Y=‘/09(X)
c) log (1 —I—%) + log (1 —%)

d) log (7n+@)

IBY)
e) 2.log (%M)

313 |



9.5. Logaritmos naturais

Acompanhe o valor da

171
Para n = 1:>(1+—)
n
171
Paran=2=>(1+—)
n
171
Paran:3:>(1+—)
n
Paran = 1000 = (1+

~ 1\"
expressao (1 +H) para n € N (use uma calculadoral).

- (1+%)1=(1+1)1

1 2
= (1 - E) = (1+40,5)% = 2,25.

3
= (1 + %) = (1 +0,333)3= 2,370 ...

To50)
1000

1000

= (1+1000)
= 4+ Irag

Estudaremos a expressio

1 n
(1 + = com mais
n

detalhes na unidade sobre
limite no volume 4.

1000

= (14 0,001)'%%0 = 2,716924 ...

Para um valor de n extremamente grande, ou tao grande quanto se deseje,

resultado dessa expressdo ira se aproximar de 2,718281828459...

o

Esse numero

irracional € conhecido como nimero de Euler, em homenagem ao matematico

Leonard Euler (1707-1783), e é representado pela letra e.

e =2,718281828459 ...

Se um logaritmo for na base e, escrevemos Inx em vez de logex e chamamos

de logaritmo natural de x.

Exemplo: loge 10 escreve-se como In10.

Por consequéncia da definicdo, temos que:

e [ne*=x
.elnx:x
e In1=0

Inx* = k.Inx.

In(x.y) =Inx + Ilny
In(x/y) =lnx —Ilny

Pz

SAIBA MAIS!

Alguns fvros diddticos chamam o
logaritmo  natural de  “logaritmo
neperiano”,  em  fhomenagem a0
matemdtico John Napier (1550-1617)
Porém, essa fiomenagem é inapropriada
uma vez que o logaritmo utilizado porele

ndo é o mesmo logaritmo natural.

Essas propriedades servem para simplificar expressdoes, como os exemplos a

seguir:

a)ln2+3.In3—In6 = IN2+In3%—In6 = In2+ 27 —In6=1In

b) ne3 + e~ "3 = 3.Ilne + el'%

<) e—2[na+lnb o e—Z

I.‘n.a._ e

inb _

L

1

=34+5=

3

e2lna-

Além de resolver equacdes como:

a)5.e* = 10**1

| 314

3

227
6

n9.



Solugao:
Logaritmando ambos os membros da equagao utilizando a base e
In(5.e¥) =1n(10*.10Y) = In5+ ne* = [n10* +In 10 =
In54+x=x.n10+n10= x— x.ln10=In 10 — In5 =
x.(l—lnlO)zln2 = x.(1—-In10)=1In2 =|x= lniZ
5 1—Iin10
0,7 0,7

Como In2 = 0,7 e In10 = 2,30, temos: x = 1-230 = —130 = |x = —0,5385|.

b)16 = 5.(2 + e6-04x)

~ Logaritmando ambos os
Solugao:

membros da equacao.

% = (24 e6704%) = %_ 2 — 6-04x g — g6-04x

6

6 6 1”(5) 6
_ 6—0,4x _ —
ln(s)—ln(e ) = ln(S)—é 0,4x = |x 0, .

[l

Como ln(g) = (0,1823, temos: x = _0'1§i3+6 = 5’%1477 = |x = 14,55|.

Inclusive, na modelagem matematica que envolve fendmenos naturais,

comumente utilizamos a base e para as fungdes exponenciais e logaritmicas.

Exemplo: A Lei de Beer descreve a atenuagdo da radiagdo atravessando meios
distintos, inclusive dosséis vegetais, que é necessaria para estimar a produtividade
potencial. Uma equacgdo de Beer adequada a um dossel vegetal, pode ser dada pela
equagao:

[ = Io.e~kuar

Em que, I - radiagdo incidente (Wm~2), I, - radiagdo incidente antes de

atravessar a camada (Wm~2) e IAF - indice de area foliar (m?m=2 ).

Fonte: (SOUZA, CARNEVSKIS, et al., 2016)
Expresse o IAF - indice de area foliar em fungdo de I - radiacao incidente.

Solugao:
I = ]O_efk(IAF) = Ii: e~ kKUAF) — n (IL) = In (e—k(IAF)) =
0 0
1 —ln(i)
ln(—) = —k(IAF) = |IAF = ————|
Io k

290 exemplo: (UNICAMP) A fungdo L(x) = aeb* fornece o nivel de iluminacgdo,
em luxes, de um objeto situado a x metros de uma lampada.
a) Calcule os valores numeéricos das constantes a e b, sabendo que um

objeto a 1 metro de distancia da lampada recebe 60 luxes e que um objeto a 2
metros de distancia recebe 30 luxes.
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Solugédo: Substituindo as informacdes na funcio L(x) = ae®’*, temos
60 = aetl= .
30 = aet? = @).

Dividindo (1) por (2)

logee ™ =log.2 = —b=In2 = |[b=—1In2]
Substituindo b em (1)

60 = ae "2 = 60= ge™?" = 60= gel®9e? " =
a
60= a.27! =60= 5 =[a = 120]
Substituindo na fungao

L(x) = ae? = 120.e"D* = 120.(e!"?) " = [L(x) = 120.277]

b)Considerando que um objeto recebe 15 luxes, calcule a distancia entre a
lampada e esse objeto.
Solugado: Substituindo as informag¢des na fun¢do encontrada, dispomos de
15

L(x) = 120.27% = 15=120.27% = —-=27% =

§= 2% = 27=2 o [x=3m

Ja sabemos a caracterizagdo da fungdo afim, quadratica e exponencial. Agora,
como saber se a fungdo de ajuste de um determinado conjunto de dados é uma
funcgdo logaritmica? O teorema a seguir nos ajuda nesse ponto.

Teorema 9.5.1 (Caracterizacdao das fungoes logaritmicas): Seja uma
fungdo f: R* >R continua que transforma toda progressdo geométrica (xi,x5, X3,...)
de razd@o g numa progressdo aritmética (f(xy), f(x3), f(x3)..) de razdo r, essa

fungdo serd da forma f(x) = b.lnx se lnq =r/b.

Esse teorema é a aplicagdo inversa, nos mesmos moldes, do teorema 8.5.1 ja
demonstrado, que afirma que uma funcdo exponencial transforma progressao
aritmética em geométrica. Desse modo, como as fungbes exponenciais e
logaritmicas sdo bijetivas e inversas, a demonstracdo do teorema é dispensavel.

Da forma em que se apresenta, esse teorema pode ndo ser util, principalmente
no contexto que envolve tabelas de experimentos, pois os valores das abcissas
estdo quase sempre em P.A e nao em P.G (ou em nenhum dos casos). Para esse
empecilho, aplicaremos um processo denominado de linearizagao, que vem logo
a seguir.
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9.6. Linearizacao de fungcdes exponenciais e logaritmicas

Definicdo 9.6.1: Seja uma funcdo exponencial na forma y = f,.e?* (com f, >
0), denominamos de linearizagdo da fungdao exponencial, o processo de logaritmar
ambos os membros da fungcdo em uma base pretendida.

Veja um exemplo para a “logaritimizagdo” na mesma base e da fungdo

exponencial:

y= fo.e?* = Iny =Infy.e?* =Info +Ineb* =Info+ bx = [Iny = Inf, + bx|(%).

bx

A fungdo na forma y = fy.e?* é exponencial na escala y e a fungdo lny =

In fo + bx € uma fungdo afim na escala Iny.

Para o processo de linearizacdo, pode-se escolher qualquer base para o
logaritmo, inclusive uma base diferente da base da fungao exponencial.

Exemplo: y = 7.2%
0,845098 0,30103
y=72=>logy= log7 +x.log2 = |logy = 0,30103x + 0,845098

x y " x logy 12
2 | 1,75 -2 |0,243038 :
1 | 35 IZ> " -1 |0,544068 E> g
0 7 0 [0,845098 o
1 14 0 1 |1,146128 o

2 28 / 2 1,447158 X
0.
Grafico exponencial 2 -1 0 1 2 Grafico linearizado 2 % z z

O processo de linearizagdao nos fornece uma alternativa para calcular uma

funcdo exponencial que se ajusta aos dados, mesmo que os valores de X nao
estejam em P.A, uma vez que a fungdo linearizada € uma fungdo afim.

Esse processo consiste em logaritmar todos os valores da coluna de y e calcular
a partir desses valores a taxa de variagdo. Se ela for constante, trata-se de uma
fungdo exponencial; caso contrario, ndo.

Ao linearizar a funcdo exponencial na forma y = f,.e?*, a taxa de variagdo sera
o coeficiente b da funcgdo original, conforme (*). Uma vez calculado o coeficiente b,

basta substituir um ponto qualquer na fungdo, para encontrar f,.

Exemplo: Um trabalho de modelagem matematica aplicada as curvas de
secagem de graos de feijdao-caupi (Vigna unguiculata (L.) Walp.) para as
temperaturas 25, 35, 45 e 55°C, apresentou os seguintes resultados para a curva
de 259c (tempo x razao de umidade):
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Tempo Razdo de
(h) umidade
0,1 0,244281
0,2 0,298365
0,3 0,364424
0,4 0,445108

Fonte adaptada: (MORAIS, DEVILLA, et al., 2013)
a)Calcule a fungdo exponencial de ajuste (de base e) para os dados.
Solugao:
12 passo: Logaritmar os valores de y na base e (escolhida) e em seguida calcular a 12

taxa de variagao.

A
Tempo Iny &y
Ax
0,1 -1,4094361 -
—1,2094377 + 1,4094361 Para calculo dp lggarltmqs na
0,2 -1,2094377 =2 calculadora cientifica veja a
0,2—-0,1 subse¢do 9.1.4.
0.3 1.0094373 —1,0094373 +1,2094377 5
’ ’ 03-0,1 B
—0,8094383 + 1,0094373
0,4 -0,8094383 =2
0,4—0,3

22 passo: Calcular o coeficiente b que é a prépria taxa de variagio.

A
=22 =b=3)
32 passo: Substituir um ponto qualquer na fungdo y = f,.e?* para encontrar fj.

Substituindo o primeiro ponto, temos
0,244281

0,244281 = fo_ez-o'l = 0,244281 = f,.1,221403 = f, = 1221403 =

A funcio é|f(x) = 0,2.e%*|

Outra solug¢do: Como os valores de x estdo em P.A podemos aplicar o método visto

fo=0.2]

em funcdo exponencial (teorema 8.5.1- transforma P.A em P.G), mas com um detalhe:
z 7 r
como queremos a base e, e a base nesse método é calculada por /g, devemos fazer em

seguida e? = %

Calculando a razao da P.G

~0,298365 1221403 0,364424 122403 0,445108 122403
9= 0,244281 ’0,298365 ' €0,364424 ’
Como arazaodaP.Aér = 0,1, temos

e*="/q = e*="/1,221403 = e%=""/1,221403 =
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e® =7,389056 = In(e*) =1n(7,38) = [a=2]
Usando o 12 ponto para encontrar o coeficiente a

FG) = f,e®™ > 0,244281 = fe?0! = 0244281 = fe’’ =

0,244281
0,244281 = fo.1,221403 = fo= T —— == [fo=02] = [f(x) = 0,2.e**|

Esta claro que o método da linearizagao é mais pratico, e além disso, se aplica quando

os valores de x ndao estdo em P.A.

b)Linearize a fungdo encontrada e esboce os dois graficos: exponencial e
afim.
Solugao:
y= 0,2.e** = Iny =1I[n(0,2.e%?*) =
Iny = In(0,2) + In(e?*) =|Iny = —1,60944 + 2x |

UD
0.6

041 Iny(z) = —1.61+2x
02

81 f(z) = 0.2™

P

0.4 R-03,] 0102 03 04 05 05 02038
-0.4
-0.6
-0.8

2> a
-12
-14

-1.6,
0.1 0 01 02 03 04 05 06 /d
-2

O processo de linearizagcdo das fungdes logaritmicas é similar a funcgdo

exponencial. Como a fungdo logaritmica x >y é a inversa da funcdo exponencial

x <« y, devemos entdo, “logaritmar” todos os valores da coluna de x e calcular a
partir desses valores a taxa de variagdo. Se ela for constante, trata-se de uma
fungdo logaritmica; caso contrario, ndo.
Como normalmente utiliza-se fungdes logaritmicas na forma f(x) = a+ b.lnx,
a taxa de variagdo da fungdo, neste caso, serd o proprio coeficiente b da fungdo.
Veja:
Ay y,—yi _a+b.nx; —(a+b.lnx;) b.(Inx, —Inx;)

Ax  x; —xq Inx, — Inx, Inx, — Inx,
Uma vez encontrado o coeficiente b, basta substituir um ponto qualquer na

fungdo para encontrar o coeficiente a.

Exemplo: Na tabela a seguir estdao as informagdes entre duas grandezas
analisadas. Calcule uma fungdo logaritmica que se ajusta aos dados.
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X y

3 29,93
7 72,3

9 84,86
13 103,25
20 124,78

Solugado: Logaritmando

as abscissas e calculando a taxa de variagao

Inx y Ay
Ax
1,09861229 29,93 - Ve
1,94591015 72,3 72,3 — 29,93 0 Use - calculaﬁora
= cientifica! ara
1,94591015 — 1,09861229 calculo de logaritmos
2,19722458 84,86 84,86 — 72,3 — 50 naturais  veja  a
2,19722458 — 1,94591015 subsegdo 9.7.1.
2,56494936 103,25 103,25 — 84,86 — =0
2,56494936 — 2,19722458
2,99573227 124,78 124,78 — 103,25 — =0
2,99573227 — 256494936

Como a taxa de variagao é constante, a funcao que se ajusta aos dados é uma funcao

logaritmica. Usando a forma f(x) = a + b.Ilnx, temos que .

Substituindo no primeiro ponto (3 ; 29,93), temos

29,93 = a+ 50. In3

1,9861

2

= 29,93 = a + 54,93

Logo, a fungdo é |f(x) = —25+ 50.Inx/| Faca os testes!

= |a=—25]|

EXERCICIOS 9.6

1) Simplifique as expressodes:

a) e—loge

b) (ean)logz e

c) 3.ln2+42.In3 —1[n18

2) Resolva as equagodes:

a)log x = eln3

n1 __
b)e = logexe

c)6.eX =5*"1

d)—Ine® + e~ "5 — gloge5

e)e

—5lna+7Ilnb

e 7lna—-5Iinb

f) 5.lne — e"2 — [ne3

d)5.ln2 = In(30 + el %)
e)1/eln1+ln2+ln4+ln8 — (8 —e+ el—Zx)

fle*+6.e7*=5

3) Linearize as fungdes exponenciais a seguir,

logaritmo.
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4) (UERJ) Segundo a lei do resfriamento de Newton, a temperatura T de um
corpo colocado num ambiente cuja temperatura é T, obedece a seguinte relagédo:
T=T,+ k.e °t. Nesta relagdo, T é medida na escala Celsius, t € o tempo medido
em horas, a partir do instante em que o corpo foi colocado no ambiente, e k e ¢ sdo
constantes a serem determinadas.

Considere uma xicara contendo café, inicialmente a 100°C, colocada numa
sala de temperatura 20°C. Vinte minutos depois, a temperatura do café passa a ser
de 400°C.

a)Calcule a temperatura do café 50 minutos apds a xicara ter sido colocada
na sala.

b)Considerando In2 = 0,7 e In3 = 1,1, estabeleca o tempo aproximado em
que, depois de a xicara ter sido colocada na sala, a temperatura do café se reduziu
a metade.

5) Considere que a populagdo de bactérias de uma cultura seja dada pela
fungdo P(x) = P,.¢%%*. Onde x é a geragdo, P, populagdo inicial e € = 2,7182.

Calcule a geragao pela qual a populagdo dobra de valor.

6) A proliferagao de uma praga em uma plantagao cresce exponencialmente de
acordo com os dias (t) e segundo a fungdo Q(t) = Qye®. Se inicialmente estavam
infectadas 20 plantas e no 8° dia, 60 plantas:

a)Qual o valor do coeficiente a?
b)Quantas plantas estarao infectas no 240 dia?

c) Construa grafico Q x t.

7) A dindmica do crescimento vegetal pode ser acompanhada por meio de
férmulas matematicas. As células individuais ou érgéos apresentam potencialmente
um crescimento ilimitado que obedece a um padrdo exponencial. Interagées mutuas
entre individuos imp&em limitagdes ao crescimento e a curva de crescimento sofre

uma inflexdo, tomando uma conformagao sigmoide (Ver figura).

Supondo que o crescimento do peso de A B

matéria seca nestas condigdes segue a

- t ~ W( ) 6 E b - ———————————— CRESCIMENTO § 15 MOIDE
segu|n (=] equagao: t — _—. z CRESCIMENTO EX PONECIAL
1+4+e—5L+5 o FIl D4 FAS E DE CRESCINENTO
) - EXPONENCIAL p/B
a)Qual o seu crescimento do peso de | &
. . ) = dw - Peso seco da planta
matéria seca em um intervalo de tempo |o | _________ R
o ! ~tempo [Areafoliar)
. w
igual a 1? = !
|
b)Qual o tempo para um | 5
crescimento do peso de matéria igual a 5? TEMPO (t)

Imagem da fonte
Fonte adaptada: (PEIXOTO, ALMEIDA, et al., 2020)
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8) Considere que relagdo entre clorose variegada dos citros (CVC) (em

porcentagem) causada pela bactéria Xylella

fastidiosa que afeta laranjeiras e a produgao

n
a
°

P (em kg de frutos assintomaticos/planta)

n
=3
=3

pode descrita pela equagdo P(x) =

114.e —0.018x  qjcule:

o
L=

Produgao (kg/planta)
z

o
o

a) O valor de da produgdo para uma
incidéncia de CVC de 60%.
b) A incidéncia de CVC para uma

o

Incidéncia de CVC

produgdo de 100 kg/planta. Imagem da fonte

Fonte adaptada: (GONCALVES, 2010)

9) Levedura, um fungo microscépico usado para fazer pdo e bebidas alcoédlicas,
pode produzir uma classica curva em formato de S quando cresce em um tubo de
ensaio. No grafico abaixo, o crescimento da levedura estabiliza quando a populagido
atinge o limite dos nutrientes disponiveis.

Considerando a fungcdo de ajuste como sendo |
Gl = —2 + b

—5r770 + onde Q(¢) € a quantidade
de levedura e t é dados em horas, calcule:

1-+e

a)A quantidade de levedura para t = 10 horas;

b)O tempo necessario para uma quantidade de

Quantidade de levedura

levedura igual 10.

c)Qual a quantidade de levedura maxima limite 0 : . . .
. 0 10 20 30 40 50
(estabilizada)? Horas

Imagem da fonte
Fonte adaptada: (KHAN ACADEMY)
10) Um trabalho desenvolvido em Dourados, estado do Mato Grosso do Sul,

avaliou as caracteristicas de infiltracdo de dgua no solo em trés diferentes sistemas

de cultivo: pastagem (Sistema A); aveia cultivada sob o sistema de plantio direto

(Sistema B); e pastagem continua (Sistema C), Sistema A > Ip= 100 mm h”
: H ini 4 - - ® Dados observados
para duas intensidades de precipitagao (Ip): 60 i S e e
=) e 2 %
mm h~'e 100 mm h~'. Os dados de campo de | = LR L e
, o : £~ 80 F' e
volume de agua infiltrado no tempo, ajustaram- éé X
g "X
se aos modelos de Kostiakov-Lewis e de Horton, |22 .x{
sendo esse Ultimo na forma Ip(t) = 25 + |2 40 ’,‘xi.. . o
-~ ¢ TKRX . .
69.e —0,12¢t 2 ) LA ¥_,x_ )g,*‘
10 10 30 50
a) Qual o valor de Ip(0)? .
Tempo (min)

b) Qual o tempo para Ip(t) = 407? Imagem da fonte
Fonte adaptada: (PANACHUKI, SOBRINHO, et al., 2006)
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11) Os dados a seguir foram coletados a partir do crescimento do diametro de
uma arvore com o decorrer dos anos:

t (em anos) Didmetro (cm)
5 10,4996
10 10,9967
15 11,4889
~ . . _ 20 .
Sabendo que a fungdo de ajuste é forma D(t) = TTe KT

a)Calcule o valor da constante k.
b)Calcule o didmetro dessa arvore em 50 anos.
c)Qual o valor maximo desse didmetro?

12) Os dados sobre a infiltragdo de agua (I) de um determinado solo de acordo
com o tempo (t) estao dispostos na tabela seguir:

t (min) I (cm)
5 0,6163
10 0,7914
15 1,0162
20 1,3048
25 1,6754

a)Calcule a fungdao exponencial de ajuste (de base €) para os dados;

b)Qual a medida de infiltragdo em 2 horas?
c)Esboce o grafico exponencial.

d)Linearize a fungdo exponencial usando a base e.

13) Os dados sobre a condutividade hidraulica (min~—') ndo saturada do solo
Argiloso em fungdo do conteldido volumétrico de dgua (cm3) estdo disposto a seguir:

Conteldo |Condutividade
volumétrico hidraulica
0,15 0,023456
0,20 0,368675
0,25 0,636447
0,30 0,855233
0,35 1,040213 Fonte adaptada: (FILHO, HELDWEIN, et al., 2013)

a)Calcule a funcao logaritmica de ajuste (de base e) para os dados.

b)Esboce o grafico.

14) A seguir estd a relagdo entre duas grandezas analisadas em um
experimento. Calcule uma fungdo logaritmica que se ajusta aos dados.

x y
0,1 17,76381
0,2 27,46787
0,3 33,14438
0,4 37,17193
0,5 40,29594
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9.7. Regressao exponencial e logaritmica

Ja sabemos que apds a linearizagdo de uma fungdo exponencial e uma fungéo
logaritmica, a taxa de variagdo é constante. Porém, em determinadas situagdes
podemos ndo ter taxa de variagao constante, mas valores que se aproximem da
igualdade. Nesses casos, a fungdao que melhor se aproxima aos dados,
possivelmente serd uma fungdo desse tipo.

Para encontrar tal fungdo, inicialmente, devemos lineariza-la e, em seguida,
aplicar a regresséao linear (ja vista na fungdo afim) utilizando o método dos minimos

quadrados.

9.7.1. Regressao exponencial

A funcdo exponencial na forma y = f,.e?* (com f, > 0), possui linearizacdo na

forma: Iny = Inf, + bx. Assim, a reta de regressdo y’ = mx + n, sera dada por: y' =

Iny m=ben=lIna.

Exemplo: Vamos encontrar uma funcdo que melhor se aproxima das
informacgdes da tabela abaixo
x 2 4 6 8 10
y 21 81 300 1250 5000

Solugao: Inicialmente, com o auxilio de uma calculadora cientifica, vamos calcular

y' = Iny e a taxa de variacao.

, A

x y y A_ic/

2 21 3,044522

4 81 4,394449 4’394442 — ;'044522 = 0,6749635
6 300 5,703782 5’703782 — 1’394449 = 0,6546665
8 |1250| 7,130889 7'130882:2’703782 =0,7135535
10 | 5000 | 8,517193 8’51719130__7;30889 =0,693152

Como a taxa de variagdo se aproxima da igualdade, temos que a fungdo que melhor se
aproxima aos dados, possivelmente, € uma funciao exponencial.

7 ~ - !

Para calculo da regressao linear, vamos acrescentar duas colunas com valores de xy

e x2, na tabela:
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x y y' xy' x?

2 21 3,044522 6,089045 4

4 81 4,394449 17,5778 16
6 300 | 5,703782 34,22269 36
8 1250 | 7,130889 57,04719 64
10 | 5000 | 8517193 85,17193 100

=6 y' =5,758169 | xy' = 40,02173 =44
_xy'— % .y, 40,02173 — 6.5,758169 5,472716

xl.z - (x—z)z

44 — (6)*?

8

Médias
aritméticas

=|m = 0,6841

NOCOES ELEMENTARES

n=y, —mX, = n=>5,758169 —0,68409.6 =[n = 1,653632

y' =mx+n=[y =0,6841x + 1,653632]

Como n =Ilna, temos

1,653632 =1lna = a= eb053632 - [g = 5225925]

A funcgdo exponencial é |y = 5,225925. 0,6841x |

Vamos calcular o coeficiente de determinacao:

) 2
s 0,6841 (y—j/‘)z c?; y)
x y y = 5,225925. ¢0,6841x (residuos) (diferenca p
/ média)
2 21 20,528 0,222784 1714528
4 81 80,6426 0,127735 1561000
6 300 316,7862 281,7765 1061724
8 1250 1244,423 31,10293 6464,16
10 5000 4888,433 12447,2 13465964
y =1330,4 SQgrps =12760,43 | SQpy =17809681
. SQrEs , 12760,43

Veja na imagem do software geogebra a seguir a disposi¢do dos pontos no plano

cartesiano e a funcido encontrada. Observe o quio préxima a funcao esta dos pontos.

| 6000

4000

2000

|

F(x)

1l

5.22 eCI.GQz

E

-2
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9.7.2. Regressao logaritmica

De forma similar a regressdo exponencial, utilizamos também a linearizagdo da
fungdo logaritmica e, em seguida, a aplicagdo da regressdo linear utilizando o
meétodo dos minimos quadrados.

Sendo a fungdo logaritmica na forma f(x) = a + b.lnx, a reta de regressdo y' =
mx +n, serda dada porrm= ben=a.

Exemplo: Vamos encontrar uma fungdo que melhor se aproxima das

informacgdes da tabela a seguir. y

5,01
7,05
8,01
8,64
9,12

ON|U|W(= R

Solugado: Logaritmando as abscissas e calculando a taxa de variagdo.

Ay
Inx =
Y Ax
0 5,01 -
1,098612 7,05 7,05 -501 _ 1,856889
i ’ 1,098612—0
1,609438 8,01 8,01 7,05 =1,879309
’ ’ 1,609438 — 1,098612
1,94591 8,64 8,64 801 =1,87237
’ ’ 1,94591 — 1,609438
2,197225 9,12 912 — 8,64 =1,909954
i ’ 2,197225 —1,94591

E perceptivel que a taxa de variacdo é préxima da igualdade, portanto vamos

encontrar uma funcdo logaritmica na forma f(x) = a + b.Inx.

x y xX.y x?
0 5,01 0 0
1,098612 7,05 7,745217 1,206949
1,609438 8,01 12,8916 2,59029 Médias
1,94591 8,64 16,81266 3,786566 aritméticas
2,197225 9,12 20,03869 4,827796
X =1,370237 y=17566 |xy=11,49763 X2 = 2,48232
xy,— x,.y, 11,49763 — 1,370237.7,566 1,130417
- A - -
xlz — (x; 2 2,48232 — (1,370237)? 0,604771

n=y —m% = n=7566—1,8692.1,370237 =[n = 5,0048

A fungao élf(x) = 5,0048 + 1,8692.Inx I i Calcule o coeficiente de determinagdo e

visualize a func@o e os pontos no geogebra.

| 326



9.7.3. Regressao exponencial e logaritmica utilizando planilha

eletronica

No Microsoft Excel, digite os dados da tabela em duas colunas numa planilha

em branco. Selecione as duas colunas. Em seguida va no menu aba inserir, clique

em graficos e, em seguida, primeira opgao de dispersao:

PAGINAINICIAL | INSERR | LAYOUTDAPAGINA ~ FORMULAS  DADOS  REVISAO  EXIBIGAO
o - ‘ - - =k n }Z
B B 2 Ld § 12 oo W
Tabela Tabelas Dindmicas Tabela = Imagens Imagens Aplicativos para Gréficos 7 ' Gréfico Power Li
Dindmica Recomendadas Online &+ | oOffice | Rec - |EE  Dingmico~ | View
Tabelas llustragGes Aplicativos Grafi Dispersio
SR i [
0 .
=0 Yooy X 7
‘Gréfiml7 " ; ‘ > fe H == od -
‘ L
A 8 c D E F G H e [\
o 28 A i
87 Bolhas
88
E & |2
90 [ o Q
L Titulo do Grafico |5 Mais Grficos de Dispersio..
92 6000 =S s S
93 2 21
94 4 81|/ 5000 °
95 6 300
4000
% 3 125
97 10 5004 3000

Na primeira opgdao da

aba “"DESIGN” clique na opgao: “Adicionar elemento

grafico” no canto superior esquerdo (primeira opgdo).

Em seguida, selecione a opcao “Exponencial” para fungao exponencial ou “*mais

opcbes de
logaritmica.

IO  PAGINA INICIAL INSERIR LAYOUT DA PAGINA FORMULAS DADO!

10

- - o 9
9 7 8,64 [ Linear s
10 I 9 | on 7
1 ../ Exponencial 6
12 5
13 2" Previsdo Linear 4
14 3
15

£ Média Mével 2
. Y :
17 Mais Opgées de Linha de Tendéncia... ,
18 g
19 l*
0

I 1 - 0. =— e T g
+ * == === === s
Adicionar Elemento| Layout | Alterar

Gréficor _ Répido~ | Cores~
il Eixos » E:
Ifh Titulos dos Eixos »
& Titulo do Grafico » “f ‘
il Rétulos de Dados »
Ith Tabela de Dados i 3 F g H
il Barras deErros »
Linhas de Grade »
a2 Legenda »
e Linhas Ll j
[ Linha de Tendéncia »

|7 Nenhum

lax es/lnferiores > X

linha de tendéncia” e depois a opgdo “logaritmica”

para funcgao

4 OPGOES DE LINHA DE TENDENCIA
v/ O Exponencial
A0 Linear

[-
— L
O Polinomial

;./; O Poténcia

O Média Mével

O] Logaritmica

2

2
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Clique com o botdo direito do mouse sobre a linha do grafico e selecione a
opgdo “formatacdo Area de Plotagem”. Novas opcdes irdo aparecer no lado direito.
Desca usando a barra de rolagem até a opgao “exibir EQuagdo no grafico” e “Exibir
valor de R — quadrado no grafico. Marque-as.

T
1 Ik

Nome da Linha de Tendéncia

Excluir
- Redefinir para Coincidir Estilo @® Automético Exponencial (Sériel)
Alterar Tipo de Gréfico... O Personalizado
N 3 Salvar como Modelo... Previsio
Selecionar Dados... Avangar perfodos
Recuar perfodos
4 Formatar Area de Plotagem... ‘ [ Definir Intersegdo 0,0

pD Exibir Equagio no gréfico

[ Exibir valor de R-quadrado no gréfico —

I 1 Dl

O Excel ird exibir o grafico, a fungdo e o coeficiente determinagao.
Exponencial:

Titulo do Gréfico
6000
5000 y=5.225880ma
= =0,9998

4000

3000

2000

1000 .-'.

’ © P S P
0 2 4 ; . | |
Logaritmica:
Titulo do Gréfico

10

1 N I I s °

........... P

: p—

7 o

6 y=1,8692In(x) + 5,0048

. ¢ RE=1

4

3

2

1

0
0 : : i 8 10
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9.7.4. Regressio exponencial e logaritmica usando calculadora
cientifica

Como demonstragdo iremos utilizar a calculadora VINACAL VN-500MS (ou
CASIO FX-82MS - detalhes no prefacio) e utilizar as informagdes dos exemplos

anteriores.

Para regressiao exponencial: Inicialmente, zere a memdria e as

configurag8es da calculadora, tecle:

3,
iy, oA
| S

QS & B ‘ SHIFT, MODECLR, 3, =

ot =)
20 - Tecle: y"p (MODECLR, 3 - corresponde a regressio).

A tela da calculadora mostrara as opgdes que estdo na figura 9.7.4.1;

30 - Tecle: [3 | (que corresponde a exponencial);

40 - Digite os pontos (os pares) separados por virgula e tecle em m .

A cada M+ o valor de n = 1, 2, 3 aparecera na tela. Continue o processo até o
ultimo ponto.

5

50 - Tecle: ﬁ' a (SHIFT, 2 - refere-se variancia);

60 - Tecle a seta para a direita da calculadora duas vezes, conforme indica a
"mao” na figura 9.7.4.2;

7° - Na tela da figura 9.7.4.3, temos as opgdes: 1 para o coeficiente A (que é

o coeficiente f; da fungdo exponencial y = fo.ebx), 2 para o coeficiente B (que é o
mesmo coeficiente b da funcdo) e 3 para o coeficiente de correlagdo (eleve ao

quadrado para calcular o coeficiente de determinagédo).

Tecle: ‘r= | e o visor mostrara o coeficiente f; da fungdo exponencial

(conforme figura 9.7.4.4);

80 - Refaga os passos 5° e 6° para voltar as opg8es (de variancia);

90 - Tecle: r= f e o vVvisor mostrarda o coeficiente b da funcdo
exponencial (figura 9.7.4.5);

100 - Refaga os passos 50 e 60 para voltar as opg8Ses (de varidncia);

110 - Tecle: E e o visor mostrara o coeficiente de correlagdo da
fungdo exponencial, eleve ao quadrado teclando em a g para obter o
coeficiente de determinagdo (figura 9.7.4.6).
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Para regressio logaritmica:
Inicialmente, zere a memédria e as configuragdes da calculadora, tecle:

64 ,ﬁ ‘ SHIFT, MODECLR, 3, =

S, A
20 - Tecle: 0« (SHIFT, 2 - refere-se variancia);

A tela da calculadora mostrara as opgdes que estdo na figura 9.7.4.1;

30 - Tecle: (que corresponde a logaritmica);

40 - Digite os pontos (os pares) separados por virgula e tecle em .

A cada M+ o valorde n = 1, 2, 3 aparecerd na tela. Continue o processo até o

ultimo ponto.

R, a .
50 - Tecle: 61 (SHIFT, 2 - refere-se varidncia);
6° - Tecle a seta para a direita da calculadora duas vezes, conforme indica a

“mao” na figura 9.7.4.2;

79 - Na tela da figura 9.7.4.3, temos as opgdes: 1 para o coeficiente A (que é
o mesmo coeficiente a da fung&o logaritmica f(x) = a + b.Inx), 2 para o coeficiente
B (que é o mesmo coeficiente b da funcdo) e 3 para o coeficiente de correlacdo

(eleve ao quadrado para calcular o coeficiente de determinagdo).

| - 2 . . ~ ” .
Tecle: m e o visor mostrara o coeficiente a da fungdo logaritmica

(conforme figura 9.7.4.7);

80 - Refaga os passos 50 e 60 para voltar as opg8es (de variédncia);

90 - Tecle: E e o visor mostrard o coeficiente b da fungéo

logaritmica (figura 9.7.4.8);

100 - Refaga o0s passos 50 e 60 para voltar as op¢gdes (de varidncia);

[ B ) . 3 . =~
110 - Tecle: e o visor mostrard o coeficiente de correlagdo da
fungdo logaritmica, eleve ao quadrado teclando a B em para obter o

coeficiente de determinagdo (figura 9.7.4.9). As figuras estdo a seguir.
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NOCOES ELEMENTARES

INRCFIL « sconric cacuwon P-S00MS INIRCFIL « sconrec cacusos V11-500MS

Figura 9.7.4.3

WVINRCFIL scoee cacunson VR-S00MS

Figura 9.7.4.4 Figura 9.7.4.5

VINRCAIL: scomvc cacunon V1-S00MS VINRCFIL: sconmvc cacunmon VI-SOOMS

Figura 9.7.4.7 Figura 9.7.4.8 Figura 9.7.4.9
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[ EXERCICIOS 9.7 I

1) De acordo com as informagdes da tabela a seguir, calcule a funcao
exponencial que melhor se aproxima aos dados.

x y
10 5
20 15
40 | 110
50 | 300
60 | 800

2) De acordo com as informagdes da tabela a seguir, calcule a fungao
logaritmica que melhor se aproxima aos dados.

X Y

7 15
13 21
18 24
24 27
30 29

3) Em um estudo para verificar as relagdes entre os parametros de crescimento
dos cultivares de tomateiros, constatou-se, conforme a tabela a seguir, uma relagao
entre a altura (cm) e o peso de matéria de seca (PMS) da planta. Calcule a fungdo
que melhor se aproxima aos dados.

Altura (cm) PMS(g)
9 1,37

25 13,63

52 22,41

90 29,00

137 34,00

Fonte Adaptada: (MARTINS, VASCONCELLOS e LUCCHES, 1985)

4) Uma empresa fabricante de frutas em calda deseja avaliar o comportamento
do teor de agucares das frutas com o passar dos dias. Coletou os seguintes valores:

Qtde. dias 1 2 5 8 12 16 20 24
Conc. 17,5 19,8 126,9| 31,2 | 37,4 (44,6 | 52,4 | 56,7
AcguUcares

Fonte: (BATALHA, 2017)

Usando o Microsoft Excel ou calculadora cientifica determine qual a fungdo

(afim, quadratica, exponencial ou logaritmica) que melhor se aproxima aos dados,
ou seja, aquela que possui menor coeficiente de determinagao.
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5) Os dados a seguir referem-se a um estudo realizado sobre a quantidade de
chuva e produtividade de certo cereal.
Qtde. de chuvas (em cm) 22,8|11,4|/19,6 |34,2|14,3| 17,6 | 28,8 | 23,2
Produtividade (sacos por 39,5(26,8|36,2|45,8|32,2|34,3(41,1|37,8

alqueire)

Fonte: (BATALHA, 2017)

Usando o Microsoft Excel ou calculadora cientifica determine qual a fungdo
(afim, quadratica, exponencial ou logaritmica) que melhor se aproxima aos dados,
ou seja, aquela que possui menor coeficiente de determinacgao.

6) O efeito da aplicagdo do Superfosfato triplo (ST) e Superfosfato Triplo,
revestido por polimeros (ST+Polimero), em diferentes doses de P,05 na area foliar,
em um cultivo cafeeiro estdo a seguir:

P,05 (gvaso )| 5 10 15 20

Area foliar (cm?)| 2800 | 3700 | 4100 | 4300
Fonte: (LACERDA, JUNIOR, et al., 2015)

Usando o Microsoft Excel ou calculadora cientifica determine qual a fungdo
(afim, quadratica, exponencial ou logaritmica) que melhor se aproxima aos dados,
ou seja, aquela que possui menor coeficiente de determinacgao.
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TABELAS

Tabela 1: Tabela sobre unidades de medidas

Unidades de comprimento:

Categoria Unidade Simbolo Medida
Quilédmetro km 1000 m
Mlltiplos: Hectémetro hm 100 m
Decéametro dam 10m
Unidade fundamental Metro m 1m x10 [=10
Decimetro dm 0,1m
Submultiplos: Centimetro cm 0,01m
Milimetro mm 0,001 m
Unidades de area:
Categoria Unidade Simbolo | Medida em
Quilédmetro quadrado km? 1.000.000 m?
Multiplos: Hectdmetro quadrado hm? 10.000 m?
Decdmetro quadrado dam? 100 m?
Unidade Metro quadrado m? 1m? x100 |+100
Decimetro quadrado dm? 0,01 m?
Submultiplos: | Centimetro quadrado cm? 0,0001 m?
Milimetro quadrado mm? 0,000001 m?
Unidades de volume:
Categoria Unidade Simbolo Medida em
Quilédmetro cubico km?3 1.000.000.000 m?®
Multiplos: Hectédmetro cubico hm3 1.000.000 m3
= — 3 1 3
. Decametror C.leICO da7731 000 1371 %1000| =1000
Unidade Metro cubico m 1m
Decimetro cubico dm?3 0,001 m3
Submultiplos: Centimetro cubico cm?3 0,000001 m?
Milimetro cubico mm? 0,000000001 m?3
Algumas unidades de volume sao relacionadas com as medidas de
capacidade:
Categoria Volume Capacidade
Multiplos 1m3 1000 litros (10001)
Unidade fundamental 1dm? 1 litro (11)
Submultiplos: 1 cm® 1 mililitro (1ml)
Medidas agrarias:
Categoria Unidade Simbolo | Medida em m2
Mdltiplo: Hectare ha 10.000 m?
Unidade
Are a 100 m?
fundamental
Submultiplo: Centiare ca 1m?
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Tabela 2: Tabela trigonométrica

©) Rad sen cos tg ) Rad sen cos tg

0 0.02 0 1 0 51 0.89 0.777146 0.62932 1,234897
1 0,03 | 0017452 | 0,999848 | 0,017455 52 0,91 0,788011 0,615661 1,279942
2 0,05 0,034899 0,999391 0,034921 53 0,93 0,798636 0,601815 1,327045
3 0,07 0,052336 0,99863 0,052408 54 0,94 0,809017 0,587785 1,376382
4 0,09 0,069756 | 0997564 | 0,069927 55 0,96 0,819152 0,573576 1,428148
5 010 | 0087156 | 0,996195 | 0.087489 56 0,98 0829038 | 0,559193 | 1,482561
6 012 | 0104528 | 0,994522 | 0,105104 57 0,99 0838671 | 0544639 | 1,539865
7 0.14 1 0121869 | 0992546 | 0122785 58 1,01 | 0848048 | 0529919 | 1600335
8 016 | 0139173 | 0990268 | 0,140541 59 1,03 0,857167 | 0515038 | 1,664279
9 0,17 | 0156434 | 0987688 | 0,158384 o0 105 0.866025 05 1732051
2 B e W Y7 T T
2 025 | 0207912 | 0978145 | 0212557 62 1,08 0,882948 | 0,469472 1,880726
3 024 | 0224951 007437 | 0.230868 63 1,10 0,891007 0,45399 1,962611
14 028 | 0241922 | 0970296 | 0249328 64 1,12 0,898794 | 0,438371 2,050304
15 028 | 0256819 | 0.965926 | 0,267949 65 113 0,906308 | 0422618 | 2,144507
16 030 | 0275637 | 0961262 | 0.286745 66 1,15 0913545 | 0406737 | 2,246037
7 0.31 0202372 | 0.956305 | 0.305731 67 1,17 0,920505 | 0,390731 2,355852
18 033 | 0309017 | 0.951057 0.32492 68 1,19 0,927184 | 0,374607 | 2,475087
19 0,35 0,325568 | 0,945519 | 0,344328 69 1,20 0,93358 0,358368 2,605089
20 0,37 0,34202 0,939693 0,36397 70 1,22 0,939693 0,34202 2, 747477
21 0,38 0,358368 0,93358 0,383864 71 1,24 0,945519 0,325568 2,904211
22 0,40 0,374607 0,927184 0,404026 72 1,26 0,951057 0,309017 3,077684
23 042 | 0390731 | 0,920505 | 0,424475 73 1,27 0,956305 | 0,292372 3,270853
24 044 | 0406737 | 0913545 | 0445229 74 1,29 0,961262 | 0275637 3,487414
25 045 | 0422618 | 0,906308 | 0,466308 75 1,31 0,965926 | 0,258819 3,732051
26 047 | 0438371 | 0898794 | 0,487733 76 1,33 0970296 | 0,241922 | 4,010781
27 0,49 045399 | 0,891007 | 0,509525 77 1,34 0,07437 0,224951 4,331476
28 0,51 0,469472 0,882948 0,531709 78 1,36 0,978148 0,207912 4,70463
29 0,52 0,48481 087462 | 0,554309 79 1,38 0,981627 0,190809 5,144554
30 0,54 05 0,866025 0,57735 80 1,40 0,984808 | 0,173648 5,671282
Eil 0.56 | 0515038 | 0.857167 | 0.600861 81 141 | 0987688 | 0156434 | 6,313752
32 0,58 | 0529919 | 0,848048 | 0,624869 82 143 0.090268 | 0139173 711537
33 059 | 0544639 | 0838671 | 0649408 83 1,45 0,092546 | 0,121869 | 8144346
34 061 | 0559193 | 0829038 | 0,674509 84 147 0994522 | 0104528 | 9514364
e e o
e 056 | 0601815 | 0795636 | 0753554 86 1,50 0,997564 | 0,069756 14,30067
38 0,68 | 0615661 | 0788011 | 0,781286 87 1,52 0,99863 0,052336 19,0814
29 070 062932 | 0777146 | 0809784 88 1,54 0,999391 0,034899 | 28,63625
w0 072 | 0642788 | 0766044 0.6391 89 1,55 0,999848 | 0,017452 57,28996
4 073 | 0656059 | 0.75471 | 0,869287 90 1,57 ! 0 2

42 075 | 0669131 | 0743145 | 0,900404 120 2,09 0,866025 -05 -1,732051
43 077 | 0681998 | 0731354 | 0,932515 150 2,62 05 -0,866025 | -0,57735
44 0,79 0,694658 0,71934 | 0,965689 180 3,14 0 1 0

45 0,02 0,707107 | 0,707107 | 1,03553 210 3,67 05 -0,866025 0,57735
46 0,80 0,71934 0,694658 | 1,072369 240 4,19 -0,866025 0.5 1,732051
47 0,82 | 0731354 | 0,681998 | 1,110613 270 4,71 1 0 2

48 0,84 | 0743145 | 0,669131 | 1,150368 300 5,23 -0,866025 0,5 -1,732051
49 0,86 0,75471 0,656059 | 1,191754 330 5,76 0,5 0,866025 -0,57735
50 0,87 | 0766044 | 0642788 | 1,03553 360 6,28 0 1 0
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GABARITOS E SOLUCOES

GABARITO DOS EXERCICIOS 1.1

1) A={c,a,d,ern o0}
B = {polegar, indicador, dedo médio, anelar, dedo minimo }
C = {Rio de Janeiro, Rio Branco, Recife}

2) A={-10,-5,0, 5,10,15} C=09

A C

B = {-35,—7,-5,1,5,7, 35} D=
(7,11,13,17,19,23,29,31,37, 41, 43,47}

B

3)A = {x|x é divisor inteiro de 4} C = {x|x é letra da palavra vida}
B = {x|x é par positivo} D = {x|x é capital do Brasil}

4)

a)7¢ A c)l1e B e){-1}¢ A

b)B A d)A>B f) {1,2,3,a,b} D A

5)

a)V e)F h) F (simbolo

b) F (simbolo f) F (simbolo inadequado)
inadequado) inadequado) i) F

90% )% nv

d)F

6)

a) F e)F v

b) F fy V nv

¢) F(simbolo inadequado) g) F(simbolo inadequado)

dav h)y vV



MATEMATICA APLICADA AS CIENCIAS AGRARIAS - CONTEXTUALIZACAO - MODELAGEM - TECNOLOGIA

7) M - Matematico 8)128 9)10 elementos
I = Inteligente

GABARITO DOS EXERCICIOS

1)
a) (10,11} o) (11} e) {10,11,12}
b) {14, 15,16} d) {10} f) {10,12,14,15,16}

2)
a)

b)

c)
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3)

a) {5,6,7} d) {-1,0,1}
b) {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} =B e) {—1,0,1,2,3,4,12,13,14,15,16,17,18}
c) @ f) {2,3,4,5,6,7}

1A ={e,fgh,i}
B ={a,b,f g}
C ={b,c,d, e f}

5) Letra c.
6) Letra c.

7)

a) F eyl v
b) F v v
oV a)F

d) F(simbolo inadequado) h) ¥

8) 8 formas.
9) 15 vitaminas (ou sucos) diferentes.

GABARITO DOS EXERCICIOS 1.3

16 8) Letra e.
2) a)100. b) 400. c¢) 700. 9) Letra .
3)a) 330. b)70. 10)10.
4)A={a,b,d,f,g}eB={c,e,f,g,h} 11)10%
5) Letra b. 12) Letra e.
6) 450 13) 140.
7) Letra a. 14) 20%.
15)

a) 125 c) 100

b) 50 dy 75

16)

a) 30 c) 480

b) 180 d) 500

GABARITO DOS EXERCICIOS 1.4

1)
ay Vv o)V e)F
b) F d Vv f) F(simbolo inadequado)
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v n) F wF
h) F o) F V)V
iy F PV w)F
it F QF x) F
kv N v y)V
nhF s) F

m)F ) F

2) Letra c.
3)
a) A

b) B N

c) c

d) D

4)

a) [1,2] c) [1,2]

b) [0,2] a1 f[
3

5)

a) ¢ e)
b) Z f) @
) Q a)z
d) R h) N

6)
a){xeR|-2
By {xeR|]x =

}=A c) {xeR|-2

8 x < 1%}
B d) {xeR|] x

-31

T

b
A
IA 1A

7) Letra c.
8) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS 1.5

1)
a) 1250 plantas por hectare. b) 20.000 plantas por hectare.

2) 5000 metros lineares. 5) 1,2 ha por hora.
3) 80.000 plantas por hectare. 6) 24 litros por hora.
4) 1200 litros por hora.

7)
a) 0.8. by 1,6m.
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8) A gasolina. 11) =317.460 plantas por hectare.
9) Letra c. 12) Letra a.
10) Letra e.

13)
a) 12. b) 125. c) 31,818181...

14)

8 211 999569
a)-. b) —. (9] ;
9 99 99900

15)
a) 30 estacas. b) 42 estacas e 5 metros.

16) 2 metros. 18) Letra d.
17) Letra c. 19) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 1.6

1)

a) 400 litros/hora.

b) 150 minutos ou 2 horas e 30 minutos.

c) 4050 minutos ou 2 dias, 19 horas e 30 minutos.

2) 9000 laranjas.

3)
a) 8 viagens. b) 184 caixa.

4) 36 kg de nitrogénio, 270 kg de fésforo e 144 kg de potassio.

5)
a) Grupo aberdeen angus.
b) 186kg o aberdeen angus, 164,92 kg o nelore e 177,32kg o composto montana.

6)

a)x =6. c) x =15.
b) x=1. d) x =5.
7) 25cm x 25cm 12) 48 limdes.
8) 1:1000. 13) 600 peixes.
9) 4cm. 14) 160 cmou 1,6 m.
10) Velocidade: 120 km/h. Tempo: 15) letra e.
46,15 minutos. 16) letra c.
11) O agricultor A deve receber R$ 17) letra c.

175,00, B R$ 200,00 e o agricultor
C, R$ 125,00.

GABARITO DOS EXERCICIOS 2.1

1) a) inversamente proporcionais 6) 12 mangueiras.
b) diretamente proporcionais 7) a) 180 sacos b)100 m?
2) 270 aspersores. 8) a) 300 litros.
3) 607,5 km. b) 300 litros.
4 A c) 0,13333...litros ou 133,33 ml.
5) 24 sacos. 9) letra b.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 2.2

1) 30 agricultores.

2) 3 latas.

3) 0,75 toneladas ou 750kg.
4) 2000 m?

5) Letra a.

6) Letra b.

7) 40 colhedoras.

8) 48 maquinas.

9) 18,8 h ou 18h10min40s.
10) 135 kw.

11) 8 horas/dia.

12) 50 agricultores.

13) 24 horas/dia.

14) 3,6 horas ou 3h36min.
15) 120 dias.

GABARITO DOS EXERCICIOS 2.3

1)
a) 59%.

b) 1,4 trilhdes de reais.

2) 45%.
3)19,2%.

4)
a) 10%. b) 9%.

) 11,11%.

5)12,

6)214 alunos passaram e 1036 alunos nao passaram no exame.

7)
a) 59,86%.

b) 19,01% (o percentual total de queda ndo é a soma dos percentuais parciais).

8) 48 frutas por pé.
9) 24%,

10) Letra c.

11) Letra d.

12)

a) 44,44%. b) 2204q.

¢) 62%.

13)4,05 kg e 11,25 kg, respectivamente.

14)
a) 12,5 sementes.

b) 71,42%.

15)

a) 54,16%. b) 48%.

¢) 55,52%.

16) Letra b.

17) 12 kg de nitrogénio, 90 kg de fosforo e 48 kg de potassio.
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18)
a) NPK 20-10-10.



b) Misturar as formulagdes 16-10-10 com 04-20-20. A melhor estratégia para descobrir quais

formulagdes misturar, € utilizando a média aritmética.
¢) Retirar 8 kg de potassio, retirar 2kg de fésforo e manter o nitrogénio no mesmo peso.

19)
a) 3000kg. b) 42,85%. c) 40. d) 20 exemplo.
20) letra b. 24) letra b.
21) letra b. 25) letra c.
22) letra e. 26) letra d.
23) letra c.
GABARITO DOS EXERCICIOS 3.1
1

a) P.A decrescente.
b) P.A decrescente.
c) Ndo e uma P.A.
d) P.A decrescente.
e) P.A crescente.

f) P.A crescente.
g) P.A constante.
h) P.A crescente

i) Ndo € uma P.A.

2)

a) -5. d) -88.
b) 13. e) 1.
c) 75.

3)

a) (3, 8, 13, 18, 23).
b) (35, 30, 25, 20, 15).

¢) (-175, -160, -145, -130, -115)
d) (6, -7, -20, -33, -46).

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.2

)r=2ea,=19.
2)r=-4eay =-36.
3)1"=2€a20=40.

7) (-2, 5, 12).
8) (-18, -4, 10, 24, 38).
9) 67 nlimeros impares.

4)r=1e a4 =49. 10) r = 23.
5)x =2, 11) a5 =79.
6) Para x = 2= (1, 1, 1). 12) Ano de 2054,
-1 15 13) Ano de 2092,
Para x = === (-2, 7, 2). 14) 6 elementos.
15)

a) (30, 53, 76, 99, 122, 145, 168).

b) (-15,-13, -11,-9, -7, -5, -3,-1, 1, 3,5, 7, 9, 12, 13, 15).

¢) (0, 100, 200, 300, 400, ..., 1900, 2000).

d) (-90, -54, -18, 18, 54, 90)

16) A cada um peé de mamoeiro, deve-se plantar 3 pés de bananeira.
17) a)3 metros. b) 75 metros de um canto e 72 metros do outro.
18)(116km, 132km, 148km, 164km, 180km, 196km, 212km)

19) Letra c.
20) Letra c.
21) Letra d.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 3.3

1)$=900. 8) Letra b.

2)5=0. 9) Letrad.

3) §=205. 10) Letra d.

4) S=144. 11) 21 palitos.

5) 10. 12) a) 31 palitos b) 33 quadrados.
6) Esqueceu o nimero 33. 13) 1500 poltronas.

7) Letra a.

14) Pegue 1 moeda da 12 pilha, 2 da 23, 3 da 32 e assim por diante. Totalizando de 55moedas
na balanca. Se as moedas de 11g estiver na 12 pilha o peso serd 54x10+11=551g. Se as
moedas de 11g estiverem na 22 pilha o peso sera 53x10+22=552g. Se as moedas de 11g
estiverem na 32 pilha o peso sera 52x10+33=553g, e assim por diante. Logo, a diferenga
entre o peso acusado na balanca e 550, sera exatamente o nlimero da pilha onde ha moedas
de 11g.

15) Letra c. 18) a) 80 plantas. b) 4704 plantas.
16) 105 apertos de mao. 19) a) 0,4 litros. b) 22 litros.
17) 465 plantas. 20) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.4

1

a) Ndo é P.G. d) P.G crescente.

b) P.G constante. e) P.G decrescente.
¢) P.G decrescente. f) P.G alternante.

2)

a) 3/4. d) -999.

b) 44. e) +1.

c) £ 8.

3)

a) (-1, -2, -4, -8, -16). c) (4, 8, 16, 32, 64).
b) (2, -6, -18, -54, 162). d) (-500, -500, -500, -500, -500).
4)x = 8. 7) Letra e.

5) Sequéncia constante. 8) Letra d.

6) n — 1 elementos.

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.5
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1) as = 96. 7)a; = 36.
2)a,; = 6561. 8)a, = 125.
3a; =4. 9 (1, 2,4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024).
4) a, = 4096. 10) (7, 28, 112, 448, 1792, 7168, 28672).
S)a)a, = -2 e a; = —4 1) a = 3.
b)a, =810, a; =90 e a, = 30 12) (49, 56, 64).
AQa,==7,a,=7ea3=-7 13) 243 pés de laranja.
6)a) 12 termos. 14) Letra c.
b) 10 termos. 15) Errado.
c) 8 termos.



GABARITO DOS EXERCICIOS 3.6

1)§y = 1533.
2)S. = =331
3)8;, = 0.
dx = 2.
S5)a; = 20.
6) @) S1g00 = 0.
b) Sgg7 = 1.
0,sen for par.
Q Hp = {1,59 n ior ipmpar.

7) Sim. Pois, trata-se da soma de n +1
termos de uma P.Gderazdo 2 ea, = 1.

8) § = 12345678900.

9) Letra b.

10) Letra e.

11) a) (0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80)
b) (105, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128).

12)Letra a.

13) Letra e.

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.7

1)S = 400.
2)
a) S =6 C)S:8’$
5
b)S =2 6
% _ 10
0¥ =5
3)x = 5. G)Eeﬁ.
4)x = 6. 9 9

5) 60 metros.

7)5.
8) A divida jamais sera quitada.

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.8

1) j = 100,00 e M = 1.100,00.
2) M = 18.000,00.

3) M =30.075,00.

4) M =767.200,00.

5)t = 8 meses.
6) ¢ = 150,00
7)Letra c.
8)letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 3.9

1) Nao. Como os juros sdo incorporados
ao capital, a taxa correta é
aproximadamente 0,95% a.m.

2) M =131.305,86.

3) M =15.393,46.,

4) ¢ = 730,00.

5)M =10.87310 e =8,73% a.a.

6) Letra c.

7) Letra a.

8) Letra c.

9) M =71.848,43.

10) Letra b.

1)yd=c. (1 — D).
12) a) Apos 11 meses.
b) Estao em P.G.
¢) razao 0,77 (equivale ao produto
0,7x1,1).

13) A divida no cheque especial sera de R$
1586,87 e no cartdo de crédito R$ 1610,51.
Portanto, ele deve usar o cheque especial.

14) a) 6 meses.

b) 10 meses.

15) 33,1%.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 4.1

1)
a) M = 67,5. c) M = 190.
M, = 58, M, = 100.
M, = 66. M, = 140.
D,, = 8,7. Dy, = 96.
VvV = 91,45, v = 11.460.
D, =9,56. D, = 107,051
by M = 1,33... d) M = 42,025,
M,=5el. M, =30,2/49,5/357/45,4/494.
M; =1 Mg = 45,4,
D,, = 2,15. D, = 7,48,
VvV = 6,89, vV =6243.
D, =2,62. D, =7,90.
2) Letra d.
3)
M = 61,24, M, = 68,1. v = 213,18,
Mo nao tem. Dm = 13,57. Dp = 14,6.
4) Letra b.
5) Letra e.
6) Letra d.
7)
M=3. M, =3. V1,5
M, = 3. Dy = 1,42. D, =1,23
8) R$ 2.400,00.
9) Letra c.
‘ GABARITO DOS EXERCICIOS 4.2
1) Letra d. 4) Letra a. 7) Letra e.
2) Letra a. 5) Letra d. 8) Letra d.
3) Letra d. 6) Letra b. 9) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 5.1
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1) E fungdio. D(f)={-1,0,3], CD(f)={0,1,3,9,10} e Im(f)={1,3,93.

2) Nao é funcdo.

3) E funcio. D(f)={0,3,6,9], CD(f)={0,3,7,12,27} e Im(f)={03,12,273}.

4) Letra c.
5) Letra d.

6) Sim. Pois, todos 0s anos o municipio deve ter alguma produtividade (mesmo que seja zero)

e essa produtividade sera sempre Unica.



GABARITO DOS EXERCICIOS 5.2

1)
a)Nao é funcao.
b)N&o é funcgao.

c) Ndo é fungao.
d)E funcso.

2) Letra a.

3) £(0)=1; f(-1)=4 e £(1/3 )=4/3.

4) £(0)=3; f(-1)=2 e f(1/2 )=47/16.

5)
a){x ER|x # 7}.
b){x € R[x # +2}.

c){x € R|x > 0}
d){x eR|x <—-3,x >3 ex 4}

6)

a) f(0)=0; f(2)=-2 e f(3 )=-15/4.

b)£(0)=-9/4; 2 f(2) e £(3)=9/5.

)2 f(0); f(2)=V2/2 e £(3)=+3/3.
d)a£(0); 2f(2)e A£(3).

7)
a) Crescente: ]-2,0[ e 12,3[.
Decrescente: ]0,2[.

b) Constante: 10,2[.
Crescente: ]2,3[.

Continua. Decrescente: 13,6[. Descontinua.

8) Letra e. 9) Sim. D(f) = {x eR|1,0<x < 15}
10)

a) Sobrejetiva. c) Sem classificagao.

b) Bijetiva. d) Injetiva.

11) Letra e. 13) Letra a.

12) Letra a.

14) a) impar b) par c) par d) impar e )nem par e nem impar

15) a) par b) impar «c¢) par d )nem par e nem impar

16) Letra e. 17) letra c.

18) a) f1(x) = 3

b) f(x) =

x+5

L5 i = AL

19) B=(xeRlx>1}, A= {xeRx>0}e f1(x) = Vx—1.

20)Letra d.

GABARITO DOS EXERCICIOS 6.1

1)
8
a) | ank 7
6| [f(x) = =8=z+1
5
(-1,4) &4
B \«), 1
-5-4—3—2-11 12345678
-2 1,-2)
-3
-4
N @, -5)
-6

b)
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<) d)

6 6
5 5| i(x) = % 41
4
3 4
h(x) = —z
(—2, 2) 2 ( ) 3
1
0,0 2 2;2)
432 1(12, —i) 4 5 4 ©, 1 7 1s)
> @.-2) (-1, 0.5)
‘i g/(_—;z’ ot ° 1 2 3 4
b -1
-5
i -2
2)
a) Sim. c) Néo. e) Sim.
b) Nao. d) Nao. f) Sim.
3)
a) Crescente. d) Decrescente. g) Constante.
b) Decrescente. e) Constante. h) Crescente.
¢) Crescente. f) Decrescente.
4) f(x) = 150x + 300. 450 y - litros de dlcool
5) f(x) = 2,5x +2e R$ 22,00. e
6) 1,5m e 4,7 anos. e
7) 4,5 horas. - (4, 338)
8) 19,6¢g 200
9) =18,39 cm? 250 .
10) f(x) = 84,5x 200
2,169
150
17 4, 84.5)
50
0,0 X- de cana
-2 ~1 12 3 45 6 7 8 9101112
L_-so

GABARITO DOS EXERCICIOS 6.2

1)

a)x = 6. c) z = —5.

b)x = 5. d)t = 9.

2) t. = 8°C. et, = 460. 5) Margo teve lucro zero, janeiro
3) Letra e. fevereiro prejuizo.

4) 20 produtos.

GABARITO DOS EXERCICIOS 6.3

1)
a) f(x) =—x—1. ¢) fx) =3x+5.

b) F(x) =3x+7. 0 oy = s 2
=—5x+5
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2)

a) f(x) =4x—3. b) f(x) =—7x + 14.
3) Letra e.

4) f(x) =—x+5.

5 f(x) =x.

6) f(x) =2x —3,48.
7) f(x) =2,1x +4,4.

X -4 0 7 9 12
y -4 4.4 19,1 23,3 29,6
8) Sim. Basta ver que de 1 para 2, cresceu 3cm, o mesmo deve acontecer de 2 para 3, entdo:
9+3= 12cm.
9)a) f(x) =2x. b)24g.
10)
a) 50 toneladas. b)
B
Custo (R$) 11) 16 anos.
12) TAL = 100.
6200 13)
a)y =2x+ 3 = Planta 1.
3700 y = 3x+ 2 = Planta 2.

50 Toneladas

b) 1 més.

14) 200 gramas de Nitrogénio e 300 gramas de Potassio.

600

eql: 0.18z + 0.12y = 72

eq2: 0.3z +0.18y = 114

0 100 200 300 )&soo 600 700 !

15) 0,5N + 0,3P = 500.
1200
1000

800

[
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
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16) R$ 0,70 e 400 toneladas.

17)

a) Todos os nutrientes, com excegdo do aluminio, possuem seus valores maximos nessa faixa.
b) Ph = &,16.

18) a) y =25x b) 400 plantas por hectare.

GABARITO DOS EXERCICIOS 6.4

1)

a)y =0,51x—0,17. e) Grafico:

b) y = 0,504x — 0,08.

C) R2 = 0,9987. Titulo do Grafico

d) y = 20,086‘1’)1. - y =0,504x - 0,08 v

R*=0,9987

a v s awm B R

f) Confirmado.

2)
a)y =1,04x — 3,98. d) Grafico:

b)y =1,044x — 4,04. Trulo do Grdfice
R* =0,9859. e
c)y =37,72m. y=1,044x-4,04

20 R* = 10,9859 3
e) Confirmado.
3)
a) Fazendo 1,2,3... na 18 coluna: y = 2710,1x + 58407.
b) 71.957,5 mil toneladas.
4)
a) v =303,73x + 1046,3. b) RZ = 1. c) 5602,08.
5)
a)y = 0,6962x. b) 75.
6)
a)y =0,052x 4+ 17,61 =Coluna 2. b)y =22,81g.
y = 0,051x + 14,393 =Coluna 3. c)x =117,78ml.
7]
a)y =5603x+ 1432,1 b) R® = 0,9732. c) 9836,6 toneladas.
8)

a)y =0,2739x + 9,8843
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Titulo do Grafico

y =0,2739x + 9,8843
R?=0,8301

b) RZ = 0,8301.
c) v =13,99cm.

9)
a)y =73550,381x —147188470,30

Titulo do Gréfico

. . P
.

y =73.550,3810x - 147.188.470,2976
R?=0,8493

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

b) R? = 0,8493.
c) y =1309746,97 toneladas.

GABARITO DOS EXERCICIOS 7.1

£y

a) b)

(0.2)

(1.0)

oz

@24
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<) y e) x
+ao+1 4 3 2 -10| 1 2 3 4
-2
@7
1,3)
©1 p
1 2 3
i y
8.6 28 | 0
f) (-3,9) k() 2 (39
d) [}
SRR W
6
(5.0 00 (24 " o
-5 f5 4 3 2 10 12
2 2
) = —12—i (010) T
5 4 -3 2 -10 1 2 8 4 5
(6,-8) & (1,6 -2
2) Letra d.
3) Letra c.
GABARITO DOS EXERCicCIOS 7.2
1)
a)x =1. dx =2 ex =11.
bx =1ex =3 e)x =—12 e x =0.
flx =—4ex =4.
c) Ax €R.
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2) Perimetro: 38m.
3) No maximo: 1m.

5) a) Empresa A. b) 1m ou 5m.
6) D(p) = 38.

4) 0 mg/kg ou 3mg/kg. 7) Ponto A =(1;27,1) e ponto B = (119; 27,54).



GABARITO DOS EXERCiCIOS 7.3

) i f(w)=m2—9w+14
a) 8, b)
144 0,14 9, 14) T
12 ( 0)
10 (1,0) 3’
8 \.i_/
z I )
4
g 2,0) @0
-1 1 3 45 6 8 910111
=2
: \/
-6 7o pistiscitaypicasioaet | (N 't mrms i v e oo i
-8 (1, T)
=10
) d) 16
9
5aZ—x+1 5 ii
flz)=(z+3)"=1 13
ou 12
fl&)=a"+6z+8 i(l)
T R 0.8
-0.5 0 | 0.5 :
1 E (-4,0)
5 o B 1
a (3,=1) _;
2)
a) V(2,7) ¢) V(0,9)
& L, d) V(-2,-13)
b) Vi, 75)
3)
a) F e)Vv iy Vv
b) F f) F v
oV gV
d)Vv h) v
4) Letra b.
5)
a) fix) = —x?2+2x—1 c) flx) = x?—6x

b)fx) = x*—2x+1

d) (x) = —x*—2x—2

6) 19,86 t/ha e pH = 7,29
7) Letra b.
N
8) f(x) = 50X TX
9) 0,25m ou 25cm.

10) 50mx100m.
11) R$ 8,00.
12) Letra a.

13) 6,25m.

100
14) 9mx12mx——m.
108
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GABARITO DOS EXERCICIOS 7.4

1)
% 1 2 3 4 5
y 0 0 2 6 | 12
dy p 0 2 4 6
dx
a2y | - - B 7 2
dx?

2) Acréscimos iguais a x decorrem em acréscimos iguais a y (fungado afim), logo os pontos estéo
alinhados e a fungdo de ajuste ndo pode ser uma fungdo quadratica.

3)
_ =7
a) fx) = 9a® —21x+29 b)f(x) = 2" +1
4) f(x) = 4x%—5x
5) f(x) = —5x2+50x+9
6) (8,—46)
7)
a ) f (x) _ —Tsxz +35x— 105, ed :aoGehm Arquivo_Editar_Exibr_ Opgoes_ Ferramentas _Janela Ajuda Ma;eel:;ii:x:zi)j:l:a S
b)MS = 17’5 t. ha_l' 4 Ene;ﬂmde A\:h;&:‘/ >. QJXIQ‘L Ji|a§vif;liz‘i=u
C) pH, :9,65 é'pH” = 4,35. © f(x) = —2.5x% 4 35 x — 105
d) = e) |eciGasn S E—
w| f(z) = —252+352—105 * =l
30 7,17.5) e
B @ss,0 7 N\ 965,0
= 2 6 8 12 1:4 L
= | i TR : m 7
-45 E
= :
~75 :
o0 (14, -10
BT R e s
_1;/
-175 -30 f
Entrada:
8)
a) f(x) = Zpx? +35x —105. ¢)x =3.

bIMS = 175 t. ha—1 d)y = —20. Confirmado no geogebra.
= ,5 t.ha™t.

9) 01 Aluminio (mg/kg)

a) f(x) = 0,0065x*—0,621x + Nowsn
14,51.

b) 17,41 mg/kg. o

c) (47,77; —0,32). d)

;
73 OCFEL O L Egsforo (mg/kg)
gt

47.77,-032) 95540
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10)

a) f(x) = —0,065x” +12,55x —522. b) 75,125g.
c)83,78g.

11)

a) f(x) = —7,42x* + 454x + 586. p) 30,59 kg.ha™1.

12)

a) f(x) = —0,0008x>+0,1x +0,8. b) DAT = 60 dias.

13) Letra d.

14) Letra c.

GABARITO DOS EXERCICIOS 7.5

1) f(x) = 0,2143x*>+1,61431x — 1.

2) f(x) 0,1786x%*+ 0,7571x + 0,6.

3)

a)f(x) = 0,003x* +0,5x + 232.
b)R*=1 = Significa que os dados se ajustam perfeitamente a funcdo.
¢) Confirmado.

4) f(x) = 0,0022x%>+ 0,3213x + 2,3494.
5)

a)f(x) = 0,0003x* —0,0457x + 1,8614
b) R*=0,9986.

¢) Confirmado.

6) Letra e.
7) Letra d.

GABARITO DOS EXERCICIOS 8.1
1)
a)512, g) 1. m)1/1024,
b) 81. h) 0. n) 1/2.
c) 1/16. 1. o) 1.
d) 1. -1 p) 8.
e) 8. k) -1. q) 3.
f)49/9. )1/27.
2)
a)-5. d)2. g)4.
b)o. e)5/3. h)5.
c)l. f) 17.
3)
a)x>. c)x. e)x*
b)x*, d)x~t f) 32n
4) Letra e.
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GABARITO DOS EXERCicCIOS 8.2

1) d) » fa) =9
a) g o e 2, 81)
1 g w9 i
e By (2 D) o T : E
e) 14
-2,25) 13 @, 12)
Rftccmmcmccammm-
b) 2 1 oY 3 E
@ = (3) o AR '
: e
Lo, e |
5 : :
1 1 i :
"‘@0!1) e ‘;’) (2’2?') —‘z —Il. i 1 2
c)
f)
(-2, L) L
2) Letra c. 3) Letra a. 4) Letra e.
GABARITO DOS EXERCICIOS 8.3
1)
a) S={5}. e) S={1/4}. i) S={2}.
b) S={7/3}. f) s={-5/2}. J) s={1}.
c) S={-1}. g) S={4/3}. k) S={1, 2}.
d) S={1/2}. h) S={-7, 0}. 1) S={2, 3}.
2) Letra a. 7) Letra e.
3) Letra c. 8)Letra c.
4) Letra e. 9) f(x) =0,053.(253,6)* e f, = 0,053
5) Letra d. 10)f(x) = 0,018.(1,13)*

6) a) f(x) =114.(0,98)*
b) 38,71 kg/planta.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 8.4

2 2
1) (162, 18,2, %, =)

81
2)
a) f(x) = 30.(0,2)* b) f(x) = 4.(5)*
3) 125.

4)f (x) = 100.(0,4)*
5

)
x—1970
a) f(x)=7,2.(2,1)" 10
b) 140 e 294 milhdes de toneladas, respectivamente.

6)
a) 45,5 milhdes de toneladas. b)421,2 milhdes de toneladas.
7)
a) R$ 16.384,00. b) Entre 10 e 11 anos.
8)
a) 7,32 mil toneladas. b) Entre 7 e 8 anos.
GABARITO DOS EXERCICIOS 9.1

1)
a) 4. f) -4. 4
by -6 i e

)3 93 ol
c) -5. h) -9 ) >
d) -2. 8
e) -4. i)1.
2)
a) x =729. c) x = 3.
b) x = 3. d) x = 4.
3) Letra b.

GABARITO DOS EXERCICIOS 9.2
1)
a)a + b+ 1. cJc — a+1.
b)ya + b+c. d)(b+c —a+1)/4
2)
—62
a) 11. b)
15

3)
a) x = 2,3142. c) x = 0,85.
b) x = 1,39. d) x = 1,29.
4) Letra e. 5) Letra a.
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GABARITO DOS EXERCICIOS 9.3

1)
a) =1,67. b)=0,53. c)=1,52.
2) 2. 5) Letra e.
3 1 6) Letra c.
)3 7) Letra c.
1-b 8) Letra e.
4)
2(a+b)
GABARITO DOS EXERCIcIOS 9.4
1)
a) S ={7}. e) S ={4}
b) s ={7} f) 5= o
c) S ={0,4} 9) s ={2}.
d)s ={-21} h) s=¢.
2) Letra c. 5) Letra a.
3) Letra b. 6) 3 anos.
4) Letra e. 7) @) 1 metro. b) 7,84 meses.

8) a) 2 milhdes de toneladas.

b) 2,2 milhdes de toneladas.

c) 900 meses.

9)a)D={teN|t>3}. b)Nso. c)7 metros. d) 84 meses (7 anos).
10) Letra d.
GABARITO DOS EXERCiCIOS 9.5
1)
a) e C) 10 %
’ gl = 5 o s ) = 243,
4 ,/' j ’/'
o 6 ,,’
3 " 5 'l
, _— /,"f(m) = loga(x —3)
I £(@) = logs(z) N e
y »//"'/ 1 7
'/ 3-2-37] 12 34 5 6 7 8 9 1011 12
1 0 1 2 3 4 5 6 /'1
’, -2
/, 1 -3
z" il
-2 -5
b)

F(=) = logy(x)
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3) Letra b.



4) Letra c.

5) Letra c.

6) Pontos D e E.

7) a)Altura: 1m e didmetro:0,1m (10 cm).
b) didmetro: 20 cm.

8) Letra e.
9) Letra c.
10) Letra d.
11) Letra e

GABARITO DO

S EXERCiCIOS 9.6

1)
2 e% c) 1ln4 e) a®.b?
b)e d= Ho
5
2)
a) x=e3 c) x = —logess 30 e)x=20
b) x=1 dx=1-—1In2 f) x=1In2 € x=1In3
3)

a)logy = x.log5
b)logy =log4+ x.log 0,5
c)logy =1log10+ x.log(1/3)

4) a) 22,5°C b)) t = 14,3min.
5)x = In4 1 Q@) = 20.3
6) a) x = In3/8. o
b) 540 plantas. c) H
40 E
|__—*1 :
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 ; 9
-20
7)a) 3. b) t = 1,32.
8) a) P(60) = 38,71 b) x = 7,28. %
9) a) Q(10)= 6. b) t = 10,5. c) Q(t)=14. 2
10) a) 94. b) t =12,72. %
11) a) k = 0,02. b) 14,62 cm. c) 20 cm. y = 0.48.e%05
12) a) y = 0,48.2995% b) y = 193,64cm. o | ®

d) Iny = In(0,48) + 0,05x.

10 20 40 50 60 70 80
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13 a) y=2,3+1,2. Inx b)
y=2,34+1,2.lnz

14) y =50 + 14.Inx

H N WA UV O N

-2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
A,

==

GABARITO DOS EXERCICIOS 9.7
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1) y=1,9.e%%

2) y =—3,78 +9,65. Inx

3)y=—-25+12.lnx

4) Fungdo quadrdtica:y = —0,0125x% + 2,0164x + 15,296 com R?=99,72%.
5)Fungdo logaritmica:y = —11,352 + 15,954.Inx com R*=97,60%.

6) Funcdo quadrdtica:y = —7x% 4+ 273x + 1625 com R?=99,66%.
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